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Vorwort 



y^ar es ein Oott, der diese Zeichen schriehy 
Die mit geheimnisswU verborgnem Trieb 
Die Kräfte der NcUur um mieih enthüllen 
Und mir das Herz mit stiller Freude ftiUen," 

Von den zahlreichen, wohlwollenden Kritiken und auf- 
munternden Bemerkungen über den I. Theil dieser Vorlesungen 
war mir die werthvollste, weil kürzeste die eines lieben Freundes, 
welche einfach sagte: „Theuer finde ich das Buch". Ich habe 
desshalb hier im 11. Theile all den Schmuck, mit welchem die 
Engländer solche Bücher zu zieren lieben (Marginalien, Figuren- 
tafeln etc.) weggelassen: dazu sind wir Deutsche zu arm. 
Nur das Motto habe ich noch beibehalten, das kostet ja nichts. 
Freilich habe ich es nicht nach englischer Sitte dem klassi- 
schen Alterthume entnommen, sondern einem deutschen Dichter 
(da sind wir wieder reich) und zwar abermals unserem Alt- 
meister; warum wusste der auch alles so unübertrefflich zu 
sagen und zwar nicht nur, was ihm bekannt war, sondern 
auch das, wovon er selbst keine Ahnung hatte. 

In der That, obiges Motto spricht meine Ansicht über 
Maxwell's Theorie der Elektricität und des Magnetismus 
aus. Bezüglich des Inhaltes werde ich heute wohl kaum noch 
auf Widerspruch stossen. Aber die Form der Darstellung bei 
Maxwell finden viele noch dunkel und inconsequent; ich 
glaube hauptsächlich solche, welche dessen Theorie nur aus 
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dem Treatise kennen. Dort ist (vielleicht gerade durch das Be- 
streben, verständlich zu werden) vielfach die alte Theorie mit 
der neuen vermischt, und ich würde jedem empfehlen, sämmt- 
liche Abhandlungen Maxwell's in der Beihenfolge, wie sie 
erschienen sind, zu lesen. Ich glaube kaum, dass er dann 
noch oft im Zweifel sein wird, was jedesmal unter Elektricität, 
dielektrischer Verschiebung etc. zu verstehen ist, oder gar 
glauben würde, dass Maxwell von der Annahme unvermittelter 
Femkräfte ausgehend zu seinen Formeln gelangte. 

Bei der Fülle des neuen, was Maxwell ausser seinen 
allgemeinen Gleichungen noch in so kurzer Zeit brachte (Licht- 
theorie, Anwendung der Lagrange-Hamilton'schen Methode 
auf theilweise unbekannte Bewegungen, Einführung von Co- 
ordinaten, von denen bloss die Ableitungen nach der Zeit im 
Ausdrucke ftir Energie vorkommen, mechanische Analogien 
aller Art etc.), können wir wohl eine so systematische Aus- 
bildung jedes neuen Gedankens, wie sie die spätem Jahrzehnte 
brachten, in seinen ersten Abhandlungen nicht verlangen, ja 
freuen wir uns, dass Maxwell überhaupt noch einiges zu 
thun übrig liess. So betone ich nochmals, dass ich für meine 
Person durchaus nur als Interpret Maxwell's gelten will. Ich 
habe auch die Buchstaben Maxwell's wieder beibehalten; ich 
kann mir einfach die elektrischen Kräfte gar nicht anders als 
mit P, Q, Ä, die magnetischen nicht anders als mit a, ß, y etc. 
bezeichnet vorstellen. Aber nicht desshalb, sondern aus reinen 
Zweckmässigkeitsgründen wiederhole ich die Bitte, man möge 
hierin meinem Beispiele folgen. Da es der Mehrzahl der 
Leser bequemer zu sein scheint, habe ich hier im 11. Theile 
ein bestimmtes Maasssystem eingeführt; daher erscheint )) in 
den Gleichungen explicit und die Constanten können nicht 
mehr genau unter ^iQ Form der allgemeinen Maxwell' sehen 
Constanten K, L und fi gebracht werden. 

Der hier vorliegende II. Theil hat hauptsächlich den 
Zweck, den alten Vorstellungen ihren Platz in der Maxwell'- 
schen Theorie anzuweisen. Gerade so, wie in der ündulations- 
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theorie den Lichtstrahlen und andern Begriffen der Emanations- 
theorie, so kommt nämlich auch in der Maxwell 'sehen 
Theorie den alten Vorstellungen der Femwirkungslehre eine 
bestimmte Bedeutung zu. Diese scharf abzugrenzen, dürfte 
gerade sehr viel zum richtigen Verständnisse beider beitragen. 
Ausserdem war noch einiges bezüglich der Ableitung der 
Grundgleichungen nachzutragen.^) Mein Ideal, alle speciellen 
Beispiele so ausführlich wie in der alten Theorie zu behandeln 
und dadurch das Studium der alten Lehrbücher gewisser- 

maassen überflüssig zu machen, habe ich, wie zu erwarten 
stand, freilich noch nicht erreicht; das bleibt also noch der 

Zukunft vorbehalten. Der I. Anhang enthält eine Ergänzung 

der Literaturübersicht durch die seither erschienenen, theil- 

weise auch durch ältere vergessene Abhandlungen, der IL eine 

Zusammenstellung aller numerirten Formeln unter Beifügung 

der Seitenzahl behufs Erleichterung ihrer Auffindung. 

Ich habe noch die Pflicht, meinem Assistenten, Herrn 
Ignaz Schütz, für die Dienste, die er mir bei der Correctur, 
Zusammenstellung der Literaturübersicht und noch sonst viel- 
fach geleistet hat, meinen wärmsten Dank auszusprechen. 

Zum Schluss kann ich nur mit den Worten Maxwell 
wünschen, es möge auch durch dies Werkchen mancher Leser 
im Studium der Elektricitätstheorie eher gefordert als gehin- 
dert werden! 

München, im Juli 1893. 

Ludwig Boltzmann, 



^) Vgl. V. Helmholtz, Das Princip der kleinsten Wirkung in der 
Elektrodynamik. Berl. Akad. 12. Mai 1892. Wied. Ann. 47. p. 1. 1892. 
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Erste Vorlesung. 



§ 1. Mechanische Grundlage. 

Obwohl fast die Hälfte des ersten Theiles dieser Vor- 
lesungen der Ableitung der Grundgleichungen Maxwell' s für 
den Elektromagnetismus gewidmet war^ so wollen wir doch 
zunächst, um das Verständniss des vorliegenden zweiten Theiles 
von dem des ersten vollkommen unabhängig zu machen, diese 
Gleichungen hier nochmals auf einem anderen Wege ableiten, 
der zwar in der Idee mit dem im ersten Theile eingeschlagenen 
eine gewisse Verwandtschaft hat, aber doch so weit davon ab- 
weicht, dass er mir ein selbständiges Interesse beanspruchen 
zu können scheint. 

Wir gehen von der Hypothese aus, dass die elektrischen 
und magnetischen Wirkungen durch ein Medium vermittelt 
werden, welches den sogenannten leeren Eaum, sowie alle 
ponderablen Körper durchdringt. Durch die Anwesenheit 
letzterer wird es jedoch in seinen Eigenschaften modificirt. 
Wir woUen dieses Medium Kürze halber den Aether nennen. 

Jede Femwirkung auf messbare Distanz schliessen wir 
aus. Die Veränderung des Zustandes irgend eines Volum- 
elementes während irgend eines Zeitelementes soll lediglich 
bedingt sein durch die Zustände, welche zu Anfang dieses 
Zeitelementes in der unmittelbaren Umgebung dieses Volum- 
elementes geherrscht haben. Da es leider noch nicht gelungen 
ist, die Art und Weise dieser Wirkung von Element zu Ele- 
ment vollkommen beMedigend mechanisch zu erklären, so 
müssen wir uns mit Vorstellungen von einer gewissen Allgemein- 
heit und Unbestimmtheit begnügen. 

Wir nehmen an, dass in jedem Volumelemente eine Be- 
wegung möglich ist, deren Natur uns unbekannt ist. Wir 

Boltzmann, Vorlesungen, IL 1 
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setzen nur Toraus, dass die durch diese Bewegung erzeugte 
Verschiebung in drei Componenten F, G, H nach den drei 
rechtwinkligen Coordinatenrichtungen zerlegt werden kann, 
genau so, wie die geradlinige Verschiebung eines materiellen 
Punktes oder wie die unendlich kleine Drehung eines starren 
Körpers. Wir können also die Verschiebung geometrisch dar- 
stellen durch eine in Länge und Richtung bestimmte Gerade 
(einen Vektor), welche auf die drei Goordinatenaxen die Pro- 
jektionen Ff G und H hat und daher einfach der Vektor (F^ 
&, H) heissen soll. 

Wir nennen nach Faraday diesen Vektor den elektro- 
tonischen Zustand oder tonischen Zustand, oder noch kürzer 
Tonus des betreffenden Volumelementes und F, Gj H dessen 
Componenten, ohne natürlich mit dieser Wortbildung irgend 
eine speciellere Vorstellung verknüpfen zu wollen. 

Wir bezeichnen femer die Geschwindigkeiten, mit welchen 
sich die drei Componenten des Vektors ändern (die tonischen 
Geschwindigkeitscomponenten) mit F^ Q, B\ setzen also: 

» ^=4?. «-4f' «=4?- 

Siehe Maxwell scient. pap. vol. I, pag. 476. Später, scient 
pap. vol. I, pag. 555, treat. 11, pag. 223, art. 599, schreibt 
dieser F=-^dFjdt. Ich acceptire hier die erste Fest- 
setzung, damit keine Zweifel über das Vorzeichen Platz greifen 
können, wo von Wachsthum oder Abnahme der tonischen Ge- 
schwindigkeitscomponenten, also von Beschleunigung oder Ver- 
zögerung der tonischen Bewegung die Rede sein wird. 

Ferner bezeichnen wir mit Tdr die im Volumelemente dr 
enthaltene lebendige Kraft dieser Bewegung (der tonischen Be- 
wegung). Dann sei in einem isotropen Körper: 

A*) T = ^{P^+Q^ + R\ 

wobei die Grösse K im Innern verschiedener Körper verschiedene 
Werthe haben kann, aber durch die tonische Bewegung selbst 
nicht verändert werden soll.^) 

^) In einem anisotropen Körper soll sogar K für verschiedene Bicb- 
tungen verschieden sein können, so dass man das Coordinatensjstem 
immer so wählen kann, dass 

wird. 
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T nennen wir die tonische lebendige Kraft der Volum- 

einheit oder die Dichte der kinetischen Energie der tonischen 

Bewegung; 

K dF K dG K dB 

47r dt ' 4in dt ^ 4n dt 

sind also die auf die Yolumeinheit bezogenen Momente der 
tonischen Bewegung, welche Maxwell mit f, g, h bezeichnet. 
Derselbe setzt also: 

' ' ""471 dt ' ^""471 dt ' 4n dt ' 

Ausserdem sollen der elektrotonischen Verschiebung gewisse 
Kräfte entgegenwirken, welche wir die tonischen Kräfte nennen, 
so dass die Herstellung desselben im Volumelemente dr eine 
Arbeitsleistung Fdr bedingt. Fwird dann als die Dichte der 
potentiellen tonischen Energie bezeichnet werden können. 

Wären F, G, H die Verschiebungscomponenten eines 
Theüchens eines gewöhnHchen elastischen Körpers, so wäre F 
eine homogene Punktion zweiten Grades der DiflFerential- 
quotienten dieser Grössen nach den Coördinaten. Dies soll 
auch für den Aether gelten; aber die Funktion zweiten Grades 
soll eine etwas andere Form haben als bei elastischen Körpern; 
es soll nämlich sein: 

3) r^^a^+b^+c^), 

wobei 

,v dH dG , dF dB dG dF 

4) a = —z -z — , b = —z -=— , c = —z -T- 

' dy dx dx dx dx dy 

ist. V ist eine Gonstante des Körpers. Es sind also a, b, c 
die Componenten desjenigen Vektors, welchen die Engländer 
das Curl des Vektors {F, G, H), also des tonischen Vektors, 
nennen. 

So einfach und naheliegend diese Annahme ist, so ist es 
doch nicht ganz leicht, sich eine bestimmte mechanische Vor- 
stellung davon zu machen. Würden wir unter F, G, H einfach 
die Verschiebungen eines Aethertheilchens nach den drei Co- 
ordinatenrichtungen yerstehen, so dass also der Tonus für den 
Aether dasselbe wäre, was die in der Elasticitätslehre be- 
trachteten elastischen Verschiebungen für einen gewöhnlichen 
festen Körper sind, so wäre K/ 4n einfach die Dichte des Aethers; 
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ttj bj c aber wären die doppelten Drehungen eines Volum- 
elementes desselben um drei den Goordinatenaxen parallele Axen 
und wir müssten zur Erklärung der Gleichungen 3 annehmen, 
dass sich jeder solcher Verdrehung eine dem Drehungswinkel 
proportionale Kraft entgegensetzt. Wir bekämen also Lord 
Kelvin's quasirigiden Aether.^) 

Allein dies würde verschiedene Unzukömmlichkeiten nach 
sich ziehen. Erstens müsste, wie sich aus dem spätem er- 
geben wird, an allen Stellen, wo sich wahre Elektricität befindet, 
Aether in die Welt ein- oder aus derselben ausströmen, zweitens 

würde, sobald 

dP dQ^ dR^ 

dx dy dx 

von Null verschieden ist, K durch die tonische Bewegung ver- 
ändert werden. Würde man aber K als unveränderlich be- 
trachten, so wäre wieder die Entwicklung freier Elektricität 
nur schwierig zu erklären. (Etwa dadurch, dass die Anwesen- 
heit der Körpermoleküle unter gewissen Umständen die Con- 
stanz von K aufhöbe.) Man müsste dann auch, wenn der Aether 
incompressibel, daher dessen Dichte Z/ 4 ;r an allen Stellen un- 
veränderlich vorausgesetzt würde, zum Hamilton' sehen Prin- 
cipe noch die Bedingung S{dxdydz) == hinzufiigen, was dann 
Glieder liefern würde, die dem Drucke in incompressiblen 
Flüssigkeiten entsprächen und die die MaxwelPsche Theorie 
nicht kennt. 

Derartige Glieder finden sich freilich in derv. Helmholtz'- 
schen Theorie der Elektrodynamik. Allein es ist mir da noch 
nicht gelungen, die mechanische Bedeutung der v. Helmholtz'- 
schen Gleichungen^) für alle Werthe der darin vorkommenden 
Constanten klarzustellen. . 

Nicht etwa, als ob ich prätendiren würde, hiermit die wahre 
Natur der tonischen Bewegung getroflfen zu haben, will ich 
doch, um der Einbildungskraft gewisse Anhaltspunkte zu geben, 
einige flüchtige Andeutungen einschalten, welche auf eine Be- 
wegungsart hinweisen, die ganz den Charakter der elektro- 
tonischen besitzt. 

Sei in jedem Volumelemente ein Kern enthalten, F, G, H 

*) Vgl. Thomson, math. and phys. pap. III, p. 442. 
') Wissenschaftliche Abhandlungen. Band I, S. 621. 
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seien die gesammten Drehungswinkel, um welche dieser Kern 
zu irgend einer Zeit t um drei den Goordinatenrichtungen parallele 
Axen gedreht worden ist. Dann müsste unter Kdrl^n das 
Trägheitsmoment dieses Kerns bezüglich einer durch sein Cen- 
trum gehenden Axe, unter P, Q, B die Componenten der Winkel- 
geschwindigkeit seiner augenblicklichen Drehung verstanden 
werden, so dass 

seine lebendige Kraft wäre, und es wäre für anisotrope Körper 
auch eine Verschiedenheit des Trägheitsmoments bezüglich 
verschiedener Axen vorstellbar. 

Grössere Schwierigkeiten bereitet die Deutung des Aus- 
drucks 3. Da müssen wir, zu einer alten MaxwelPschen 
Idee zurückgreifend, annehmen, dass zwischen je zwei rotirenden 
Kernen Partikelchen eingestreut sind, die wie Friktionsrollen 
in die Drehung beider eingreifen. Die durchschnittUche Ver- 
Schiebung aller dieser Partikelchen in der or-Bichtung ist dann 
a proportional, und man muss annehmen, dass durch sie eine 
der Grösse dieser durchschnittlichen Verschiebung proportionale 
Kraft geweckt wird, sodass die durch die Verschiebung dieser 
Partikelchen geleistete Arbeit proportional a*, resp. P oder c* 
ist. Wie gezwungen auch die Vorstellung solcher Friktions- 
rollen sein ma«, so zeigt sie doch, dass eine Bewegung mechanisch 
denkbar ist, welcher alle Eigenschaften zukommen, die wir der 
tonischen Bewegung zugeschrieben haben. Jede derartige zur 
Versinnlichung des Tonus aufgestellte Hypothese wollen wir 
als mechanische Analogie bezeichnen. 

Ich bemerke noch, dass die Drehungswinkel F, G, H aus 
zwei Summanden bestehen können, Pj, 0^, H^ und F^^ G^j H^, 
von denen die ersteren die Bedingungen 

dy dx ' dx dx ' dx dy 

erfüllen und beliebig gross werden können; die letzteren Sum- 
manden aber, welche diese Bedingungen nicht erfüllen, müssen 
sehr klein bleiben, da sonst F, wenn es schon für kleine a, Ä, c 
endlich ist, enorm wachsen würde. 

Es hat die zuletzt vorgetragene Anschauung eine gewisse 
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Aehnlichkeit mit einer alten Theorie Hankel's^) und einer 
Hypothese Sommerfeld's^; doch nimmt letzterer keine Frik- 
tionsmoleküle an und TerfäUt so wieder in neue Schwierigkeiten.^ 
Die hier vorgetragene Anschauung ist in ähnlicher Weise eine 
Umkehrung der ersten MaxweU'schen Theorie, wie die Sommer- 
feld'sche eine Umkehrung der Thomson'schen Theorie des 
quasirigiden Aethers ist. 

Es ist möglich, dass ganz andere Bewegungen, z. B. 
schwingende oder unregelmässig zickzackförmige, wie bei Gas- 
molekülen im Mittel wieder auf dieselben Gleichungen führen 
würden. Da aber ihre Behandlung viel verwickelter wäre und 
doch kein bestimmter Anhaltspunkt für irgend eine specieUe 
Wahl vorliegt, so will ich hierauf nicht weiter eingehen, be- 
schränke mich vielmehr auf die Verfolgung der weiteren Con- 
sequenzen der oben angegebenen allgemeinen Eigenschaften 
des Tonus. 

Wenn wir eine bestimmte mechanische Analogie zu Grunde 
legen, so können wir alle Grössen in den ihnen gemäss dieser 
Analogie natürlich zukommenden mechanischen Maassen (den 
natürlichen Maassen) gemessen denken. Dies wollen wir in 
dieser Vorlesung immer thun und es dadurch zum Ausdruck 
bringen, dass wir in den Schlussgleichungen denjenigen Grössen, 
für welche wir später andere Maasse benutzen werden, den 
Index n beifügen* So schreiben wir die Gleichung A* lieber 
in der Form: 

An) T^fjP,^ + q^^ + R^% 

lediglich um anzudeuten, dass hier P, Q, B in ihren natür- 
lichen Maassen gemessen zu denken sind. Auch in allen an- 
deren Gleichungen dieser Vorlesung denken wir uns dasselbe 
Maass angewendet, wenn wir auch den Index Kürze halber 
nicht immer beifügen. 

Femer empfiehlt es sich, statt v die Grösse 

1 

1) Hankel, Pogg. Ann. 126, S. 440, 1865; 131, S. 607, 1867; vergl. 
auch Helm, Wied. Ann. 47, S. 743, 1892. 

2) Sommerfeld, Wied. Ann. Bd. 46, S. 139, 1892; Keiff, Elasti- 
cit&t und Elektricität, Freiburg, akad. Verlag, 1893. 

8) Wied. Ann. Bd. 48, S. 95, 1893. 
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und statt a^ b, c die Grössen: 

cc =i 4'jtva = — , 8 = 4invb = — , y = 47tvc = — 
einzuführen, so dasswir statt der Gleichungen 3 und 4 erhalten: 
Bn) r=^{a^^ + ß^^ + u^), 

§. 2. Ableitung der Grundgleichungen. 

Da wir lebendige Kraft und Arbeit kennen, so können wir 
die Kräfte, welche F, G, H zu beschleunigen, resp. P, Q, R 
zu vermehren streben, nach dem Hamilton 'sehen Principe 
finden, indem wir setzen: 

6) 47tffdtdT{ST-- 5 F) = 0. 

Substituiren wir in Gleichung 6 für ? und F ihre Werthe 
und setzen dr = dxdydz, so folgt: 

_ ( döH ddG \ of ddF ddH \ / döG ddF\i ^^ 
\ dy dx ) ^ \ dx dx j '\ dx dy )}^ 

Wir haben hier diejenigen Glieder, welche nach der Zeit 
differenzirte Variationen enthalten, partiell nach dieser, jene 
aber, welche nach den Coordinaten dififerenzirte Variationen 
enthalten, partiell nach jenen zu dififerenziren. Die Grenzen 
für die Zeit, sowie die Werthe der Variablen im Anfangs- 
und Endzustande sind in der Hamilton 'sehen Gleichung alle- 
mal als constant zu betrachten, daher verschwinden bei par- 
tieller Integration nach der Zeit die von diesen Grenzwerthen 
herrührenden Glieder. Bei partieller Integration nach den 
Coordinaten aber müssen wir die Grenzbedingungen berück- 
sichtigen, welche für die Oberfläche der Körper gelten. Da wir 
auch den sogenannten leeren Raum mit Aether erfüllt denken, 
so werden diese Oberflächen immer als Trennungsflächen zweier 
verschiedener Medien, resp. als Trennungsflächen zweier Aether- 
massen von verschiedener Beschaffenheit zu denken sein. Wir 
haben keine bestimmte mechanische Vorstellung zu Grunde 
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gelegt, daher wird auch das Problem der Auffindung dieser 
Grenzbedingungen kein eindeutig bestimmtes sein, wenn wir 
die Grenzflächen als mathematische Flächen denken, in denen 
zwei vollkommen verschiedene Medien aneinanderstossen. Die 
Aufstellung dieser Grenzbedingungen würde dann neue An- 
nahmen erfordern, in denen wieder manches Willkürliche nicht 
zu vermeiden wäre. 

Wir wollen da die einfachste Annahme machen, von wel- 
cher schon Maxwell ausging, und welche von v.Helmholtz und 
Hertz weiter ausgebildet wurde. ^) 

Wir können uns jedenfalls zwei ganz verschiedene Körper 
denken, welche durch eine sehr dünne Schicht getrennt sind, 
in der die Eigenschaften des einen sehr rasch aber doch con- 
tinuirlichin die des anderen übergehen. Bei mischbaren Stoffen, 
wie reinem Wasser und einer wässerigen Lösung, oder Zink und 
Quecksilber, oder Kupfer und geschmolzenem Zink wäre dies ent- 
schieden realisirbar und würde sich auch dauernd erhalten, wenn 
beide Körper, ehe die Mischung weiter vorgeschritten wäre, 
in den festen Zustand übergingen. Vielleicht können zwischen 
zwei beliebigen Körpern solche continuirliche Uebergangs- 
schichten hergestellt werden, vielleicht ändern sich wenigstens 
die Eigenschaften des Aethers, auf den allein sich unsere 
Gleichungen beziehen, continuirlich. Jedenfalls wollen wir 
voraussetzen, dass, wenn es selbst mathematische Discontinui- 
tätsstellen gibt, die Grenzbedingungen, welche für dieselben 
gelten, keine anderen sind, als diejenigen, welche man bei Vor- 
aussetzung einer continuirlichen, aber sehr dünnen Uebergangs- 
schicht finden würde, in welcher die Gültigkeit unserer Glei- 
chungen nirgends gestört wird. 

Diese Annahme ist von den verschiedenen willkürlichen 
Voraussetzungen, welche man über solche Grenzschichten viel- 
leicht noch machen könnte, jedenfalls weitaus die wahrschein- 
lichste und natürlichste. Wir erreichen durch sie einen grossen 
mathematischen Vortheil. Würden wir irgend welche andere 
Grenzbedingungen voraussetzen, so müssten wir bei der par- 
tiellen Integration nach den Coordinaten die auf die Trennungs- 
flächen bezüglichen Glieder einer besonderen Betrachtung unter- 
ziehen. Haben wir dagegen an den Trennungsflächen überall 

^) Vgl. auch Poincar^, Electricitä et optique Vol. 2, S. XI. 
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continuirliche Uebergänge, so sind im Innern nirgends Unter- 
brechungen der Continuität vorhanden. Wir haben also nur 
die unendlich entfernte Grenze des gesammten Baumes zu 
betrachten, bis zu der sich der Einfluss der hervorgerufenen 
elektrischen und magnetischen Störungen sicher nicht erstreckt, 
so dass also alle auf die Grenzen bezüglichen Glieder ver- 
schwinden. 

Dasselbe gilt natürlich auch dann noch, wenn die Tren- 
nungsfiächen wirkliche Unstetigkeitsflächen sind, sobald nur 
die Grenzbedingungen genau so gebildet sind, wie sie sich aus 
der Hypothese sehr rascher aber continuirlicher Uebergänge 
ergeben. 

Wir wollen diese Ableitungsweise der Grenzbedingungen, 
um einen bestimmten Namen zu haben, das Princip der Con- 
tinuität der Uebergänge nennen, und unter diesen Namen auch 
noch die Hypothese mit einbegreifen, dass mit Abnahme der 
Dicke der Uebergangsschicht weder die Constanten des Mate- 
riales {K, fi etc.), noch auch (wenigstens wenn keine unendlichen 
elektromotorischen Kräfte in der Uebergangsschicht vorhanden 
sind) die Dichte der kinetischen oder der potentiellen tonischen 
Energie ins Unendliche wachsen kann, da ja eine unendliche 
Energiedichte unendliche ICräfte im betreffenden Punkte vor- 
aussetzen würde. Das Material soU an jeder Stelle der Ueber- 
gangsschicht eine bestimmte, durch endliche K, C, fjL charakteri- 
sirte Beschaffenheit haben. 

Nach den Gleichungen An undBn folgt, dass auch P, Q, Ä, 
a, b, c nicht mit abnehmender Dicke der Trennungsschicht ins 
Unendliche wachsen können; wohl aber werden dies die Dif- 
ferentialquotienten aller dieser Grössen normal zur Schicht. 

Da unter diesen Voraussetzungen alle anf die Integrations- 
grenzen bezüglichen Glieder verschwinden, so liefert die Aus- 
führung aller partiellen Integrationen das folgende Besultat: 
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Die NullsetzoDg der Coefficienten Ton SFjSGj dH hher liefert: 

^x )4n dt " 47t[dx. dy)' 4« dt ^ 4n\dx dxf' 

[ K dB ^ \ (da ^ dß\ 

4n dt 471 \dy dz) ' 

Wir setzen voraus, dass die ponderablen Körper selbst mheii 
und daher Ä und fi sich nicht mit der Zeit ändern ; wohl aber 
können diese Grössen von Ponkt zu Punkt verschieden, also 
Funktionen von x, y und z sein. Dieselben Gleichungen gelten 
übrigens auch f)lr die Belativbewegung der elektromagnetischen 
Zustände gegen die ponderablen Körper, falls letztere den 
Aether, ohne die Bewegung in demselben zu stören, mit sich 
nehmen. 

Kdr/An spielt die Eolle der Masse, dPjdt die der Be- 
schleunigung, daher stellt die rechte Seite der Gleichungen 7 
die durch dr dividirten Kraftcomponenten dar, welche wir die 
auf die Volumeinheit wirkenden Componenten der tonischen 
Kraft nennen können. Ausser dieser soll, der tonischen Be- 
wegung noch eine Kraft entgegenwirken, welche wir kurz die 
Widerstandskraft nennen. Sie soll der tonischen Geschwindig- 
keit direkt entgegengerichtet und proportional sein. Ihre 
Componenten in den Coordinatenrichtungen sollen daher sein 
— CFdr, — CQdTj — CBdr, wobei C eine Constante ist, 
deren Werth an verschiedenen Stellen des Baumes verschieden 
sein kann. Diese Widerstandskraft ist vollkommen analog der 
Reibung; durch sie muss also fortwährend Energie in Wärme 
verwandelt werden, und zwar ist der Quotient, den man er- 
hält, wenn man die in der Zeit dt und im Volumelemente dr 
in Wärme verwandelte Energie durch dtdr dividirt: 

8n) W=C{P,dF^+q^dGr,+ R^dH^)ldt=C{P,^+q,? + Rr?) 

(Joule'sche Wärme). Dagegen soll durch die elektrotonischen 
Kräfte, da diese ein Potential haben, keine Energie in Wärme 
verwandelt werden. Die durch Magnetisirung oder Dielektri- 
sirung infolge Hysteresis entwickelte Wärme vernachlässigen 
wir also. 

Endlich sollen an Stellen, wo gerade hydroelektromoto- 
rische, thermoelektromotorische oder reibungselektromotorische 
Kräfte wirken, zu den Componenten der tonischen Kräfte noch 
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je ein ganz unbekanntes, aber von Fy G, H unabhängiges 
Glied hinzukommen, welches wir mit — CXdr, resp. — CYdr, 
— CZdr bezeichnen wollen. Die letzteren drei Grössen nennen 
wir die im Volumelemente dr wirksamen äusseren elektro- 
motorischen Kräfte. Sie repräsentiren im Allgemeinen eine 
Energiequelle (chemische oder Wärmeenergie). Der hieraus 
im Volumelemente dr während der Zeit dt geschöpfte Energie- 
betrag dividirt durch dtdr ist: 

r= - C{X,dFn + YndG, + Z,dH^)ldt 

Fügt man die zuletzt aufgezählten Kräfte den Gleichungen 7 
bei, so erhält man folgende vervollständigte Gleichungen: 

dt dx dy \ n \ --«; 



9n) { 



Cn) 



d Q„ dff„ da„ 
dE^ da^ dß^ 



Die Giltigkeit der Gleichung 8n an Stellen, wo X= 7=^=0 
ist, unterliegt keinem Zweifel. Dagegen ist das Verhalten der 
Stellen, wo äussere elektromotorische Kräfte wirken, weder 
experimentell genügend untersucht, noch theoretisch klar- 
gestellt. Wenn X, Y, Z sich mechanisch verhalten würden, 
wie Kräfte zwischen ruhenden Körpern, so müssten die beiden 
Gleichungen 8n und 9n ohne weitere Correction richtig sein. 
Meist aber scheinen im Gegentheile Bewegungen die Ver- 
anlassung zum Auftreten der äusseren elektromotorischen 
Kräfte zu geben. So in den Hydroketten die Trennung und 
Wiedervereinigung der chemischen Elemente, in den Diffusions- 
und Diaphragmenströmen nachweisbare Molarbewegungen, in 
den Thermoströmen Wärmebewegungen. Dann kann noch 
ausser der durch die Gleichungen 8n und 9n bestimmten eine 
beliebige Energiemenge Adr .dt aus der den Strom treibenden 
Energiequelle aufgenommen und an der Stelle, wo die elektro- 
motorischen Kräfte thätig sind, direkt in Wärme verwandelt 
werden, so dass man für die aufgenommene Energie an Stelle 
der Gleichung 9n den Werth: 
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En) r= ^ - C(X^P^ + r« Q„ + Z„Ä«), 

für die auftretende Wanne aber an Stelle der Gleichung 8n 

den Werth: 

Fn) r = ^ + C7(P,> + Q„» + R^^ 

erhält. Ich werde hierauf am Schluss des Buches (Gleichung 102 
§ 30) noch einmal zurückkommen und bemerke hier nur, dass 
sämmüiche hierher gehörigen Erscheinungen (Pelti er- Effekt, 
Thomson -Effekt in Thermoketten, Abweichungen vom Thom- 
son 'sehen Gesetz bei Hydroketten) noch kaum endgiltig in die 
Theorie eingefügt werden können. Wo X = T = Z =0 ist, 
also keine stromtreibende Energiequelle sich findet, kann ihr 
auch keine direkt in Wärme umzusetzende Energie entnommen 
werden. Dort ist also -^ = und wird daher die Gleichung 8n 
auch erfahrungsmässig bestätigt. 

Um durchwegs dieselben Variablen zu haben, empfiehlt 
es sich, auch in den Gleichungen 4 resp. 5n anstatt F, G, H die 
Grössen P, Q, R einzufahren, indem man jede dieser Gleichungen 
nach t differenzirt; dies liefert: 



Dn) 



da dB dO dß dP dB 

^ dt ~~ dy dx ^ ^ dt ~~ dx dx 

dr dO dP 

In ^n n 



^ dt dx dy 

Wir hätten die Gleichungen Gn auch direkt aus dem Hamil- 
ton 'sehen Principe finden können, wenn wir in Gleichung 6 
unter SF.dx die Gesammtarbeit verstanden hätten, welche 
alle in ^T wirksamen Kräfte bei Veränderung von P, G, H 
um SF, SG und 3H leisten. Statt SVdr wäre dann in 
Gleichung 6 zu setzen gewesen die Summe folgender Ar- 
beiten: 1. der Arbeit der elektrotonischen Kräfte: 

2. der Arbeit der Widerstandskräfte: 

dxC{P8F-\- qSG + RSH), 
endlich 3. der Arbeit der äusseren elektromotorischen Kräfte : 

dx G(XS F + Y8G + ZdH), 
so dass die Gleichung 6 gelautet hätte: 
ffdxdt\K(P8P+ qSq + BSE) - fi{aSa + ßSß + ySy) 
- 4nCl{P + X)SF + {Q + Y)S G + {E + Z)SH]] == 0. 
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Durch genau dieselbe Methode der partiellen Integration, 

welche wir früher auf das unvollständige Integrale angewendet 

haben, hätten wir aus diesem Integral direkt die Formeln Cn 

erhalten können. 

Die vier Gleichungen A, B, C und D sind die einzigen, 

welche wir später verwenden werden. Wir haben sie deshalb 
mit lateiuischen Buchstaben bezeichnet und werden sie kurz 
die Maxwell' sehen Fundamentalgleichungen nennen. Dazu 
kommen noch die Gleichungen E und F, welche die ent- 
wickelte Wärme und. die von den äusseren elektromotorischen 
Kräften geleistete Arbeit bestimmen. Gleichungen, welche die 
Pelti er- Wärme, die hydro- und thermoelektromotorischen Kräfte 
und vieles ähnliche genauer definiren, wollen wir als specielle 
Fälle vorläufig nicht weiter in Betracht ziehen. 
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§ 3. Betrachtung der Gleichungen als bloss 

empirisch gegeben. 

Legt man auf die gegebene mechanische Ableitung dieser 
Gleichungen kein Gewicht, so kannmansich auchnoch der Hertz '- 
sehen Methode bedienen. Man schreibt diese sechs Gleichungen 
einfach hin und bemerkt, dass ihre beste Begründung darin 
besteht, dass daraus sämmtliche Phänomene in richtiger Weise 
folgen. Man hat sich dann jedenfalls von jeder Hypothese 
freigehalten. Freilich muss dann eine bestimmte Definition 
der Grössen P, Q, B vorausgeschickt werden. 

Wir betrachteten dieselben alsGeschwindigkeitscomponenten 
einer zwar unbekannten, aber doch wirklich existirenden Be- 
wegung. Hertz dagegen definirt sie als die E^räfle, welche 
auf die Elektricitätsmenge Eins wirken würden, wenn diese 
an die betreffende Stelle in das Feld gebracht würde. Eine 
solche Definition hat in der Femwirkungstheorie nichts Be- 
denkliches, da man ja nach dieser in jedem Punkte Elektricitäts- 
mengen hineinbringen und wegnehmen kann, ohne Position 
und Geschwindigkeit der übrigen zu ändern. Nach der 



n 
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Maxwell' sehen Theorie kann dies jedoch nicht ohne Aende- 
rung der ganzen Umgebung geschehen. 

Schon in dem einfachen Falle, dass man die Hertz 'sehe 
Definition anwenden will, um P im Innern eines durchströmten 
Leiters aufzusuchen, hören, sobald man das hierzu erforder- 
liche Loch gebohrt hat, im Lmem des Loches alle elektro- 
motorischen Kräfte auf. Bohrt man aber so schnell und bringt 
die Elektricitätsmenge Eins so schnell hinein, dass dadurch 
der Zustand der Umgebung nicht geändert wird, so ist wieder 
Grefahr vorhanden, dass sich auch die elektrische Wirkung 
noch gar nicht im Innenraum des Loches bis zur Elektricitäts- 
menge Eins fortgepflanzt hat und so die Hertz'sche Definition 
von P, 0, R illusorisch wird. 

Ausserdem muss noch bewiesen werden, dass in dieser 
Definition kein Widerspruch mit dem aufgestellten Ausdrucke 
für die Energie Uegt, da ja nachher aus diesem nochmal be- 
wiesen werden kann, dass auf die Elektricitätsmenge Eins die 
Kräfte P, Q, R wirken, was schon ursprünglich als Definition 
angenommen wurde. 

Noch eins sei bemerkt. Die Elektricitätsmenge Eins wird 
später selbst wieder durch P, Q, R definirt, indem 

J_ (^ -4-^4- ^^ \ 
^n\dx dy dx) 

die Definition der Dichte der freien, und 

15n 1 r djKP) d(KQ) djKE) ! 

4nL dx dy dx \ 

die Definition der Dichte der wahren Elektricität ist. Femer 
beweist Hertz später aus den Gleichungen, dass in grossen, 
ja in den meisten Eäumen beide Ausdrücke verschwinden. Was 
hat es nun für eine Bedeutung, in solchen Räumen F, Q, R 
als die Kräfte zu definiren, die auf eine hineingebrachte 
Elektricitätsmenge wirken würden? Das heisst, die wirken 
würden, wenn daselbst diese Ausdrücke nicht überall Null 
wären, wenn also die betreffenden Gebiete ganz andere Eigen- 
schaften hätten. Man müsste vielmehr sagen: Um mit der 
Erfahrung in Uebereinstimmung zu bleiben, identificiren wir 
jetzt den Ausdruck 15n mit der wahren Elektricität, die wir 
schon früher als erfahrungsmässig gegeben in die Definition 
au&ahmen. 
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Vielleicht würde es genügen, P, Q, R bloss als Com- 
ponenten eines Vektors zu definiren, welcher in jedem Volum- 
element dr des Mediums eine Energie bedingt vom Betrage 



dT{^{P'+Q^ + R^)+ ^ 
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J dy J dx 

— 00 — 00 
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Q 



dt 



— 00 — 00 
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Bloss von dieser letzteren, wenn auch etwas bestimmter mecha- 
nisch präcisirten Definition auszugehen, war die Tendenz der 
ersten Vorlesung. 

Die magnetischen Kräfte a, b, c oder cc, ßj y noch be- 
sonders als Kräfte, die auf einen Magnetpol Eins wirken, zu 
definiren, halte ich jedenfalls für überflüssig. Sie sind vermöge 
der Gleichungen 4 und Dn bereits durch P, Q, B definirt, 
wenn man dazu noch die Annahme nimmt, dass sie Yor sehr 
langer Zeit Null waren. Dass sie den Kräften proportional 
sind, welche auf einen Solenoidpol wirken, kann dann später 
aus den Gleichungen bewiesen werden. Stahlmagnete sind 
dann als Körper aufzufassen, in denen unbekannte kleine Ströme 
fliessen. 

Ich will hierdurch selbstverständlich keineswegs den hohen 
Werth der Hertz 'sehen Darstellung in Abrede stellen, sondern 
nur zeigen, wo deren logische Schärfe noch der Ergänzung 
zu bedürfen scheint. 

§ 4. Elektrostatisches Maasssystem. 

Legen wir eine bestimmte mechanische Analogie zu Grunde, 
so werden die Grössen der vorigen Vorlesung mechanisch de- 
finirt sein, und wir werden sie am zweckmässigsten in ihrem 
natürlichen, d. h. dem dieser mechanischen Analogie ent- 
sprechenden Maasse messen. In dem einfachsten Falle z. B., 
wo F, G, H Verschiebungen sind, haben P, Q, R die Dimensionen 
einer Geschwindigkeit, K aber die einer Dichte, a ist eine 
Zahl, daher v eine durch ein Volum dividirte lebendige Kraft. 
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Bezeichnet man daher mit l, m und t die Dimensionen der 
Länge, Masse und Zeit, so haben wir folgende Gleichungen, 
in denen die eckigen Klammem ausdrücken, dass sie sich nur 
auf die Dimensionen beziehen: 

'""^ l [>] = [l/i.] = m-i/^2. 

Dies sind also dann die Dimensionen in einem bestimmten 
natürlichen Maasssysteme. 

Allein, da uns die mechanische Analogie nicht erfahrungs- 
mässig gegeben ist, so können wir die Messung in diesem 
Maasssysteme nicht praktisch ausf&hren, und selbst die Dimen- 
sionen würden bei Anwendung einer anderen Analogie andere. 
Für die Praxis ist es daher noth wendig, dem Maasssysteme 
solche Grössen zu Grunde zu legen, welche der experimentellen 
Bestimmung zugänglich sind. Solche sind die Verhältnisse der 
Grössen K fiir verschiedene Körper, ebenso die der Grösse fi. 
Bezeichnen wir daher die Werthe von K und ^ flir irgend 
einen Körper (den Standardkörper) mit Ki und pLiy so können 
wir die Verhältnisse: 

11) K:Ki = D, fjLifi ^M 

experimentell bestimmen. Als Standardkörper können wir Luft, 
aber auch jeden beliebigen anderen zu Grunde legen. 

Praktisch bestimmbar sind femer die vier Energiedichten 
T, Vy Fy W. Aus der Bestimmbarkeit der beiden ersten folgt, 
dass die sechs Grössen P«}^, Q«V^, Ä„yX, «„Viü, ßn^lJ^j 
YnY^^ aus der der beiden letzteren, dass auch die Grössen 
CJK, X^Ty YfK und ZfK bestimmbar sind. Wählt man 
endlich einen Isolator, wo C gleich Null ist, als Standard- 
körper, und betrachtet dort Stellen, wo keine äusseren elektro- 
motorischen Kräfte wirken, wo also X= y=^=0 ist, so 
ist, wie man leicht aus der Form der Gleichungen sieht, 
1 / y Kifii die ebenfalls experimentell bestimmbare Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen. Wäre der 
Standardkörper ein Leiter, so wäre daselbst l/y £i fii eben- 
falls, wenn auch complicirter experimentell bestimmbar. 

Setzen wir also: 

12) -Ä^ = ^' i7F==*'' 
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80 sind auch L und H experimentell bestimmbare Grössen. 
Für die Variabein P, Q, B, X, Y, Z, a, ß, y erhalten wir alsdann 
ein vollständig neues Maasssystem, welches wir das elektro- 
statische nennen wollen. Da wir dieses Maasssystem im folgen- 
den immer anwenden werden, so wollen wir die darin ge- 
messenen Werthe einfach ohne Index schreiben und erhalten 
daher die folgenden ebenfalls experimentell bestimmbaren 
Grössen: 



13) 



z=j;yT,, Y^Y^fK^, z^z^^^, 



Da in dem einfachsten natürlichen Maasssysteme die Di- 
mensionen durch die Gleichungen 10 gegeben sind, so folgt 
aus den Gleichungen 13, dass im elektrostatischen Maasssysteme 
P die Dimensionen: 

14) [P] = /^-i.m*/-* = miZ-i^-i 

hat. Dieselben Dimensionen ergeben sich für Q, R, X, Y^ Zy 

Führt man in die Gleichungen der vorigen Vorlesung 
statt der im natürlichen Maasssysteme gemessenen Grössen die 
im elektrostatischen Maasse gemessenen ein, so erhält man 
die folgenden Gleichungen, die sich natürlich nur durch die 
Werthe der Constanten unterscheiden und die wir mit der 
gleichen Ziffer oder dem gleichen Buchstaben, jedoch unter 
Weglassung des Index n bezeichnen wollen. 



A) 



B) 



C) 







^-L^^ 






^- s'i («'' 


B 


dP 


dß df 


H 


dt 


"" dx dy 


J) 


dQ 
dt 


dy da 
dx dx 


D 


dB 


_ da dß 



(i« + «* + Ä») 



-4;r^(P+X) 



V 



= ^-^-4«^(0+l^ 



H dt dy 

Boltzmann, Vorlesimgen, II. 



dx 



^ 



4^J^(R + Z) 
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D) 





Zweite Voriemiig. 


M 


da dB dQ 


H 


dt ~ dy dz 


M 


dß dP dB 


H 


dt dx dx 


M 


dr _ dQ dP 



dt dx dy 



E) 




r=A-L(XP+rQ + Z«), 




F) 




fr=A + L{f+Q'+S^, 




5)f« = 


dH 
dy 


dO M f. dF dH M dß 

d» ' 9 " ~ d%. dx ' 9^ ~ dx 


dF 

dy ' 



8) r=i(i»+Q»+Ä»), 

9) r= -L{XP+rQ + ZB). 
Natürlich ist hierbei auch 

F=F,YK„ G^G^fKt, H^H^YK, 

gesetzt worden. 

Für den Magnetismus ist dieses Maasssystem das einzig 
übliche. Für die Mektricität dagegen ist auch noch ein an- 
deres gebräuchlich. Wir behalten uns daher vor, statt 
FfQjByX, YZ noch andere Grössen einzuführen, die sich selbst- 
yerständlich nur durch einen experimentell gegebenen constanten 
Faktor davon unterscheiden können. Hierdurch werden natür- 
lich dann auch die Constanten der Gleichungen entsprechend 
geändert. 

Ist uns der Standardkörper nicht bekannt, so kann für 
einen beliebigen Körper aus J^ bloss KP^n und dann aus F^, 
die Grösse Cl K ^ {Cl Ki).{KilK) == Z/D bestimmt werden. 
Dies ist also eine Constante des Körpers selbst; man erkennt 
dies auch aus den beiden Gleichungen G und D , welche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit und Absorption der elektrischen 
Schwingungen durch )) und Z j J) ausdrücken.^) Nur wenn 
ausser dem betre£fenden Körper auch noch der Standardkörper 
gegeben ist, ist P» im ersteren Körper in dem dem Standard- 
körper entsprechenden elektrostatischen Maasse, also auch 
KiPn^ bekannt; es kann daher i = C/Ki auch flir den ersteren 
Körper bestimmt werden oder noch einfacher, da D bekannt 



^) Vergl Gohn, Berl. Ber. 26, S. 405, 1889; Hertz, Ges. Abh. 

S. 218. 
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ist, ans der Gonstanten Ljl) des ersteren Körpers L für 
diesen gefunden werden. 



§ 5. Grenzbedingungen für die Trennungsfläche 

zweier Körper. 

Aus den Gleichungen G und D können wir nach dem 
früher erwähnten Principe der Gontinuität der Uebergänge 
ohne Weiteres die Grenzbedingungen fUr die Trennungsfläche 
zweier Körper ableiten, falls in diesen selbst keine unendlichen 
äusseren elektromotorischen Kräfte ihren Sitz haben. 

Wir zeichnen ein unendlich kleines Rechteck mit den 
Seiten e und ^ auf der Trennungsfläche. Dieses Flächen- 
element do=i€.^ der Trennungsfläche betrachten wir nicht 
als mathematische Fläche, sondern als ein Parallelepiped von 
von der Basis a ^ und der Höhe S. Eine nothwendige Voraus- 
setzung für die Ableitbarkeit besteht nun darin, dass die 
Dicke d der Trennungsscliicht so klein ist, dass sich Längen 
denken lassen, die sehr gross gegenüber S sind, aber noch 
immer als Diflferenziale betrachtet werden können. Diese Vor- 
aussetzung hat ihr Analogen überall in der mathematischen 
Physik, wo immer man Volumelemente construirt, die gross 
gegenüber den Dimensionen eines Molecüls sind, aber selbst 
noch als Differenziale betrachtet werden können. Solche Längen, 
gross gegenüber S, aber noch immer unendlich klein, sollen s 
und C sein. 

Wir legen zunächst den Goordinatenanfangspunkt in eine 
Ecke des Parallelepipeds de^^ die Abscissenaxe parallel zu S^ 
die y- und 2:-Axe parallel zu s resp. ^. Für jeden Punkt 
mit den Goordinaten x, y, z im Innern des Parallelepipeds 
sollen die Gleichungen D gelten, deren zweite lautet: 

Mdß dP dB 
D dt dx dx 

Wir können nun im Innern des Parallelepipeds StJ^ ein 
Parallelepiped dxdydz construiren, wobei dx^ dy und dz 
wiederum unendlich klein gegen 8 sind. Die letzte Gleichung 
multipliciren wir mit dxdydz und integriren über das ganze 
Parallelepiped Jß^. Dies liefert: 
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10a) \ ^^ 

Das erste Integral kann auch so geschrieben werden: 



wobei Mdßjdt irgend ein Mittelwerth aller Mdßjdt ist. Ebenso 
kann das zweite und dritte Integral in der Form geschrieben 
werden (P^ — P^St resp. (jBj — Ä^j)«^. Da unserer Annahme 
gemäss Jf, a, /9, y, P, Q, R und daher auch deren Differential- 
quotienten nach der Zeit nirgends unendlich gross und S un- 
endlich klein gegenüber € und ^ ist, so liefern die beiden ersten 
Integrale der Gleichung 10 a durch c^ dividirt, noch immer 
verschwindendes. Daher muss auch der Werth des letzten 
Integrales, durch e^ dividirt, noch unendlich klein sein und 
man erhält: 

^ = ^0 • 

Äj ist ein Mittelwerth aller Werthe, welche R auf der 
einen (der positiven Abscissenrichtung zugewendeten) Seite des 
Parallelepipeds St^ hat. Wenn die Function R ausserhalb 
des Parallelepipeds continuirlich ist, können wir daher einfach 
dafür R^, den Werth von R auf der betreffenden Seite der 
Trennungsschicht, setzen. Ebenso fär R^ den Werth R^ von 
R auf der anderen Seite der Trennungsschicht. 

Vertauscht man die y- und 2:-Axe und stellt man dieselben 
Betrachtungen für ß und y an, so erhält man: 

Steht die Trennungsfläche beliebig und ist n ihre Normale 
an der betreffenden Stelle, so muss die Bedingung 

(Pj - P,) cos {Tx) + (0, - 0,) cos (Ty) + (Ä, - Ä,) cos {Tz) = 

für jede Gerade T erfüllt sein, deren Richtungscosinus der 
Gleichung: 

cos {Tx) cos (n x) + cos {Ty) cos {ny) + cos {Tz) cos (» z) = 
genügen. Setzt man zuerst einen der drei Winkel zwischen T 
xmd einer Coordinatenaxe gleich 90, so folgt: 
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c\ fi " -pQ __ Qi — Qo __ Bt " ^0 

^ cos(na;) coa{ny) coB{nx) 

und ebenso: 

C) "i ~ "o _. ßi - ßo _. Ti •" To . 

^ cos (na;) co8(ny) co8(fi») 

Ans den drei Gleichnngen D folgt: 

d_ r djMa) djMß) djMr) ! _ r. 
dtl dx "^ dy "^ rf* J ■" 

Eine ähnliche Gleichung folgt aus den Gleichungen G, M und 
D sind dabei als mit der Zeit nicht veränderlich vorausgesetzt. 
Wählen wir daher zunächst wieder die Normale zu einer 
Fläche sehr raschen üebergangs zur x-Axe, so ergiebt sich 
hieraus : 

Für den Fall, dass in der zur Abscissenaxe senkrechten 
Trennungsschicht nur X unendlich, aber fXdx = tp^^ endlich 
bleibt, ändern sich die Gleichungen für a, ß, y nicht, fär die 
elektrischen Kräfte aber erhält man: 

'^i '^o dy 

^ (AP,-i>,p,)+i;,[(P,+x,)-i;o(Po + ^o)=o.i) 



«) 



471 dt 



Uebrigens glaube ich, dass man diesen Fall immer ausschliessen 
kann, wenn man die experimentell nicht constatirbare Span- 
nungsdifferenz reiner Metalle gleich Null setzt, wo aber elektro- 
motorische Kräfte thätig sind, z.B. an der Contactstelle zwischen 
Zn und SO^H^, ihren Spielraum auf eine Schicht ausgedehnt 
annimmt, die zwar immer noch dünn, aber doch sehr dick 
gegenüber der oben betrachteten eigentlichen Trennungsschicht 
der beiden Körper ist. 

Wäre die Normale nicht der z-Axe parallel, so hätte in 
obigen Formeln überall die Componente in der Normalrichtung 
an Stelle der in der Abscissenrichtung zu treten. 



^) Vgl. Hertz, Ges. Abh. p. 222. 
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Dritte Yorlesnng. 



§ 6. Begriff der wahren und neutralen Elektricität. 

Bild behufs Veranschaulichung der Integrale obiger 

Gleichungen. Erster Zug des Bildes. 

Mit den Annahmen, deren wir zur Erklärung des Elektro- 
magnetismus bedürfen, sind wir hiermit vollständig zu Ende» 
Alles Folgende enthält nur Gonsequenzen dieser Annahmen , 
also Folgerungen aus den Gleichungen, zu denen sie führten. 
Zur Versinnlichung dieser Gonsequenzen werden wir vielfach 
neue mechanische Bilder zuziehen; doch bemerken wir schon 
hier, dass wir diese bloss zur Versinnlichung dienenden Bilder 
von der mechanischen Grundlage der Theorie wohl unter- 
schieden wissen woUen. 

Wer unter einer mechanischen Theorie überhaupt nur ein 
Analogen versteht, wird in dem bisher Vorgetragenen wohl 
auch nur ein Bild erblicken; aber doch bleibt der Unterschied 
zwischen der mechanischen Grundlage der Theorie und den 
zur Versinnlichung einzelner Gonsequenzen derselben dienenden 
Bildern bestehen. 

Einen Körper, in welchem L einen verschwindenden Werth 
hat^ also i = gesetzt werden kann, nennen wir einen Isolator. 
Sind daselbst zur betrachteten Zeit zudem auch keine äusseren 
elektromotorischen Kräfte thätig, so werden auch X, Z, Z nicht 
in solcher Weise unendlich, dass die Produkte LX^ LYj LZ 
von Null verschieden ausfielen und man erhält, wenn man von 
den Gleichungen G die erste nach x^ die zweite nach y, die 
dritte nach z partiell differenzirt, addirt und wieder, da wir die 
ponderabeln Körper als unbewegt und mit der Zeit unveränder- 
lich betrachten, B als unabhängig von t voraussetzt: 

dtV dx "^ dy "^ dx J 

Die Grösse in der eckigen Klammer kann sich also mit der 
Zeit nicht ändern. Wäre sie zu Anfang gleich Null, so bliebe 
sie, so lange an der betreffenden Stelle selbst keine äusseren 
elektromotorischen Kräfte thätig sind, immer gleich Null; hat 
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sie dagegen durch früher thätige elektromotorische Kräfte einen 
von Null verschiedenen Werth angenommen, so bleibt derselbe, 
so lange er nicht durch neuerdings thätige äussere elektromoto- 
rische Kräfte vernichtet oder verändert wird, ein für alle Mal 
festgenagelt. 

Man kann sich die Sache, wenn man will, so vorstellen, 
als ob der Isolator durch die Wirksamkeit der äusseren 
elektromotorischen Kräfte mit einem Fluidum erfüllt worden 
wäre, dessen Dichte in irgend einem Volumelemente 

15) ^ = J_r^ + i^ + ^i 

^ 471 l dx dy dx j 

ist, und als ob dieses Fluidum in dem betreffenden Isolator 
vollkommen unbeweglich wäre; Cjo^fr ist die mit der Zeit un- 
veränderliche Menge des im Volumelemente dr enthaltenen 
Fluidums. 

Wir wollen e^dr als die wahre, im Volumelemente dr 
enthaltene Elektricität, «„ als deren Dichte bezeichnen. Den 
Index lassen wir, wo keine Verwechslung zu befürchten ist, weg. 
Da die rechte Seite der Gleichung 15 ebensogut negative als posi- 
tive Werthe haben kann, so werden wir uns die Sache besser 
so vorstellen, dass schon im normalen unelektrischen Zustande 
jedes Volumelement dr eine grosse Menge mdr dieses Fluidums 
enthält, welche wir dessen neutrale Elektricität nennen, und 
dass edr bloss den Ueberschuss resp. Unterschuss über dessen 
neutrale Elektricität bedeutet, m heisst dann die Dichte der 
neutralen Elektricität, welche im Isolator bei Abwesenheit 
äusserer elektromotorischer Kräfte ebenfalls vollkommen fest- 
genagelt ist. 

Die Elektricität betrachten wir daher als ein bloss zur 
Versinnlichung der Integrale gewisser Gleichungen dienendes 
Gedankending im Gegensatz zum Aether, den wir für etwas 
materielles halten. 

Die bisher vorgetragene Anschauungsweise ist die so- 
genannte unitarische. Sie reicht in allen Fällen aus und ist 
die einfachste. Sie lässt aber in einigen Punkten eine gewisse 
Dunkelheit bestehen. Ich will daher lieber hier die allerdings 
complicirtere dualistische Anschauungsweise adoptiren, da mir 
in derselben die Dunkelheiten auf ein Minimum reducirt 
scheinen. Da wir hier nicht mit wirklichen Stoffmengen, son- 
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dem mit blossen Gedankendingoi operireiiy so ist dies Gre- 
schmadcssadie nnd ich ziehe eine grossere Complication dem 
Fortbestehen der leisesten ünUiurheit Tor. 

Nach der dualistischen Anschauung giebt es zweierlei 
Elektricitäten, die positive und die n^ative. Ein Quantum 
der ersteren wird immer mit positivem, eines der letzteren 
mit negativem Zeichen bezeichnet. Im neutralen Zustande soU 
in jedem Volumelemente dr die Menge: 

positiver und 

tnär 
2 

negativer Elektricitat enthalten sein. Enthält dagegen das 
Volumelement Jr die wahre Mektricitatsmenge edr, so stellen 
wir uns vor^ dass darin die Menge: 

m 4- fi , 

— zz — dr 



positiver und 

m — 6 



dr 



negativer Elektricitat vorhanden ist. Die neutrale Elektricitat 
ist also die Summe der Absolutwerthe 'aller darin enthaltenen 
Elektricitätsmengen ohne Bücksicht auf das Zeichen: 






was wir immer kurz Summe der Absolutwerthe nennen wollen. 
Die wahre Elektricitat dagegen ist die Summe aller Elektrici- 
tätsmengen mit Rücksicht auf ihr Zeichen (algebraische Summe): 

TW 4- e m — 6\ j 

— — dr. 

2 2 / . 

Im vollkommenen Nichtleiter ist also alle positive und negative, 
sowohl neutrale als auch wahre Elektricitat vollkonmien fest- 
genagelt. 

Der Nutzen unseres Bildes springt noch mehr in die 
Augen, wenn wir zu dem Falle übergehen, wo i/, X, F, Z, 
von Null verschieden sind. Dann erhalten wir, wenn wir von 
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den Gleichungen C die erste partiell nach x, die zweite partiell 
nach y, die dritte partiell nach z differenziren und addiren: 

de^ dLiP + X) dL{P+ Y) dLiP^Z) 
'dt dx dy dx 

Die allgemeine Integration dieser Gleichung ist selbst für die 
einfachsten Verhältnisse weitschweifig und schwierig; es ist 
daher ein sehr günstiger Umstand, dass sich ihre Bedeutung 
durch die schon erwähnte symbolische Vorstellungsweise un- 
gemein leicht interpretiren lässt. 

Wir stellen uns vor^ als ob in dem jetzt betrachteten 
Falle die Elektricität im Innern der Körper strömen würde, 
und zwar die in dem Volumelemente dr enthaltene positive 

Elektricität mit einer Geschwindigkeit, welche in den drei 
Coordinatenrichtungen die Componenten: 

hat, die negative mit genau gleicher, aber entgegengesetzt ge- 
richteter Geschwindigkeit. Durch ein beliebiges Flächen- 
element do im Innern eines beliebigen Körpers tritt also 
während der Zeit df die Menge 

positiver Elektricität von der einen Seite {s^) gegen die andere 
(«2) hindurch. Dabei ist n die von s^ gegen s^ hin gezogene 
Normale zn do. 

i N = Pcos {nx) + Q cos (ny) + E cos {n z), 

15= Xcos {n x) + Ycos {ny) + ^cos [n z) 

sind die Componenten der Vektoren (P, Q, Ä) und (X, Yy Z) 
in der Richtung w. Durch dasselbe Flächenelement do geht 
in derselben Zeit rf^ die negative Elektricitätsmenge: 

-L ^"^ iS + mdodt 

in der entgegengesetzten Richtung. Die algebraische Summe 
aller Mektricitätsmengen, welche während der Zeit^^ in der 
Richtung, nach welcher die Normale n gezogen wurde, durch 
das Flächenelement do gehen, ist also: 

20) a}dtdo=^ L{8+ N)dtdo. 
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Fällt n mit der Ströxnungsrichtang der neutralen Elektridtät 
zusammen y so geht to in das über, was man die gesammte 
Stromdichte 

nennt; deren Componenten in den drei Coordinatenrichtangen 
aber erhält man, wenn man n mit der betreffenden positiven 
Coordinatenaxe zusammenfallen lässt. Diese Componenten 
sind also: 

21) /? = mti'=Z(P+X), q=:mv'=L{Q + Y), r=mtD ^L{R+Z). 

Construiren wir daher ein Parallelepiped, von dem drei 
aneinanderstossende Kanten die Längen dx, dy, dz haben 
und den Coordinatenrichtungen parallel sind, so strömt dnrch 
die der negativen Abscissenaxe zugewandte (linke) Begrenzungs- 
fläche desselben während der Zeit dt die positive Elektricitats- 
menge 

L^^^{P+X)dydzdt 

ein, die negative Elektricitätsmenge 

-I'^^{P+^dydzdt 

aus. Die algebraische Summe aller einströmenden Elektricität 
ist also, wenn man ausströmende als negative einströmende zählt: 

L{P+X)dydzdt 

Ebenso findet man für die algebraische Summe der durch die 
Tis k vis liegende Begrenzungsfläche des Parallelepipeds aus- 
strömenden Elektricität den Werth: 

L{P + X)dydzdt + ^^^^^'^'^^ dxdydzdt 

Da dasselbe auch von den beiden anderen Coordinatenaxen 
gilt, so ist die algebraische Summe der gesammten Elektrici- 
tätsmenge, welche aus den Parallelepiped während der Zeit dt 
mehr aus- als in dasselbe eingetreten ist: 

dxdydzdt\'''^^^-^^^ + ^''^'^^^ + ^''^''-'^ \ 
^ l dx ^ dy ^ dx \ 

Dabei ist jede eingetretene negative und ausgetretene positive 
mit positivem, dagegen jede ausgetretene negative und ein- 
getretene positive mit negativem Zeichen gezählt. Dies muss 
also die Verminderung — de dr der in dr enthaltenen wahren 
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Elektricität (der algebraischen Summe aller daselbst befind- 
lichen Elektricität) während der Zeit dt darstellen. Wir er- 
halten also genau die Gleichung 16. Die Fiktion eines der- 
artigen Fluidums ist daher ein willkommener Behelf, uns die 
wahre Bedeutung dieser Gleichung und den Verlauf der durch 
sie ausgedrückten Erscheinungen zu yeranschaulichen. 

Die Summe der Absolutwerthe aller in dr enthaltenen 
Elektricität, also die daselbst enthaltene neutrale Elektricität, 
wächst demnach während dr um den Betrag: 

1 , ,.rrfLe(P + JC) . dL6(Q+ Y) .dLeiR + Z)l 
^^^ ^n d^ + d^ + d^ J- 

Da wir m immer als gross gegen € voraussetzen, ist dieser Be- 
trag klein gegen die ursprünglich in dr enthaltene neutrale 
Elektricität mdr, und wir müssen unser Bild durch die An- 
nahme vervollständigen, dass die in dieser Weise bewirkte 
kleine Aenderung der neutralen Elektricität an den verschie- 
denen Stellen des Baumes sich rasch wieder ausgleicht, ohne 
zu beobachtbaren Erscheinungen Veranlassung zu geben. 
Uebrigens werden wir sehen, dass e im Innern der Leiter, wo 
allein bemerkbare Strömung stattfinden kann, nur während 
verschwindend kurzer Zeit einen von Null verschiedenen 
Werth haben kann, dass also einer der Faktoren Z oder 6 
immer verschwindet, so dass diese Anhäufung neutraler Elek- 
tricität bei beobachtbaren Erscheinungen überhaupt aus- 
geschlossen ist. 

§ 7. Zweiter Zug des Bildes. 

Wir können uns die fingirte Bewegung der neutralen 
Elektricität noch weiter durch die Vorstellung versinnlichen, 
dass sie durch äussere Kräfte erzeugt werde. Die einfachste 
Annahme ist dann, dass die neutrale Elektricität sich mit 
grosser, ihrer Geschwindigkeit proportionaler Reibung bewegt, 
so dass ihre Geschwindigkeit der auf sie wirkenden Eraft pro- 
portional ist. Wäre also x die &aft, welche auf die Mengen- 
einheit der positiven Elektricität wirkt, |, i], f deren Compo- 
nenten in den Coordinatenrichtungen, so müssten diese pro- 
portional 4en Grössen P + X, Q + Y, R + Z sein, so dass 
man hätte: 
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Vergleicht man dies mit den G^leichungen 17, so ergiebt 
sich der Proportionalitätsfaktor zwischen der Geschwindigkeit 
der neutralen Ellektricität und der Kraft, welche auf deren 
Mengeneinheit wirkt, gleich 

mD 

und es ist: 



" = TD S > *^ = D V j w = ö ^ 

mB^^ mB ' ^ mß^ 



V 



Um B zu bestimmen, müssen wir die in unserem Bilde 
durch Reibung der neutralen Elektricität entwickelte Wärme 
mit der wirklich entwickelten vergleichen. Experimentell voll- 
kommen klar gestellt sind bisher nur die Vorgänge an den- 
jenigen Stellen, wo keine äusseren elektromotorischen Kräfte 
wirken. Betrachten wir also zunächst nur solche Stellen, 
setzen also: 

und vernachlässigen zudem s gegen m. Dann ist im Volum- 
elemente dr einfach die positive Elektricitätsmenge 

m dx 
2 

und die gleiche negative Elektricitätsmenge enthalten; jede 
bewegt sich mit der Geschwindigkeit u', erstere in der posi- 
tiven, letztere in der negativen Abscissenrichtung; auf jede 
wirkt in der Richtung ihrer Bewegung die Kraft m|fl?r/2, so 
dass im Volumelemente dr m der Zeit dt in unserem Bilde die 
Arbeit: 

mdtdT[^u + tiv + l;tv) = dtdr B L[P^ + Q^ + Ä») 

durch Ueberwindung der Reibungskräfte in Wärme verwandelt 
wird. Andererseits fanden wir für die Joule 'sehe Wärme die 
Gleichung 8. Damit beide übereinstimmen, müssen wir setzen: 

5=1. 
An den Stellen der Wirksamkeit äusserer elektromoto- 
rischer Kräfte, also wo X, Y, Z von Null verschieden sind, 
würde durch Reibung des elektrischen Fluidums die Wärme: 

mdtdr{l v! + riv +^w')=^dtdTL[{P+XY + [q+Yf + {R + Zf] 

entwickelt werden, was mit der Gleichung F nur übereinstimmt^ 
wenn wir dem A den Werth 102 (vgl. Vorl. 14 § 30) ertheilen. Um 
andere Werthe von A in imserem Bilde darzustellen, müsste 
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man eine nene Hypothese hinzufügen, z. B. die einer be- 
sonderen Anziehung der ponderablen Moleküle gegen die elek- 
trischen Fluida an den Stellen der Wirksamkeit äusserer 
elektromotorischer Kräfte. Doch wollen wir hiervon um so 
mehr absehen, als die betre£Pende Lücke auch in der Max- 
well'schen Theorie noch nicht ausgefüllt ist 

unter den gemachten Voraussetzungen und Einschrän- 
kungen liefert unser Bild auch den Energieumsatz in richtiger 
Weise. Es ist dann: 

22) ^^P+X, ri^q+Y, i=R + Z. 

Wir bezeichneten die algebraische Summe aller Elektricität, 
welche in der Zeiteinheit durch eine senkrecht zur a:-, resp. 
y- oder 2r-Axe gelegte Fläche vom Querschnitt Eins hindurch- 
geht, als die betreffende Componente p, resp. q oder r der 
Stromdichte und die algebraische Summe aller Elektricität, 
welche in der Zeiteinheit durch eine beliebige Fläche vom 
Querschnitt Eins hindurchgeht, als die Componente (o der 
Stromdichte senkrecht zu dieser Fläche; wenn aber die Fläche 
senkrecht zur Stromrichtung ist^ als die gesammte Strom- 
dichte Si, Für alle diese Grössen folgt also aus den Glei- 
chungen 21: 

/ p=^L^ = L{P+X), q^Zfj=^Z{Q+T) 

23) r=^ZC=^Z{E + Z), (o = Z{8 + N), 

ß = itfj = Zyjyr» + Ä^a '-2N^S^ cos(JV; 8jy 

wo Vj, N^ und Äj die Längen der Vektoren (|, iy, ^, (P, Q, B) 
(Xj Y, Z) sind. Die Gleichung 16 besagt, dass der Zuwachs 
der wahren Elektricität in jedem Volumelemente gleich sein 
muss der Menge neutraler Elektricität, welche mehr ein- als 
ausströmt. Dasselbe muss auch von einem beliebigen end- 
lichen Eaume Tj der von einer beliebigen geschlossenen Fläche 
umgrenzt ist, gelten. Die darin enthaltene wahre Elektricität 
ist ftdxj wo die Litegration über den ganzen Baum T zu 
erstrecken ist. Die während der Zeit dt eintretende neutrale 

Elektricität ist: 

d tfoi do , 

wo die Integration über die Begrenzungsfläche des Baumes T 
sich erstreckt und die Normale n nach innen zu ziehen ist. 
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Es ist also: 

oder, wenn man die Werthe substituirt: 

^ndtJ ^^\ dx '^ dy '^ 



24) 



l dx dy dx, 

^fdoL[{P+X)cos{nx)+ {Q+ r)co8(ny)+(Ä+^)cos(«z)]. 

Da in einem Isolator , in dessen Innern keine elektro- 
motorischen Kräfte wirken, sowohl die wahre als auch die 
neutrale Elektricität YoUkommen festgenagelt ist, so folgt an- 
mittelbar, dass in einem Systeme von Körpern, welches rings 
von einem derartigen Isolator umgeben ist, die gesammte 
Quantität der wahren Elektricität weder vermehrt noch ver- 
mindert werden kann, dass also z. B. im ganzen Universum 
immer genau gleich viel positive wie negative Elektricität er- 
zeugt werden muss. Die Gleichung 24 kann natürlich auch 
ohne unser mechanisches Büd durch partielle Integration aus 
der Gleichung 16 abgeleitet werden. 

Wir sahen, dass man F, Q, E, X, Y, Z auch in einem an- 
deren Maasssysteme messen kann. Wir bezeichnen die in 
einem beliebigen Maasssystem gemessenen Grössen mit dem In- 
dex A. Dann ist, wenn wir mit h eine beliebige Constante 
bezeichnen, zu setzen: 

XX^X^Ih, Y^^Ynjh, Z^Znlh. 

Die Annahme der letzteren drei Substitutionen empfiehlt sich, 
damit X, Y, Z wieder einfach zu P, Q, R addirt erscheinen. Die 
Gleichungen A und D gehen dann über in: 

Ah) T=^(P,H«.^+i?A 

ihM da dRj, dQj, hM dß dP^ dB^ 



Dh) 



dt dy dx _ ^ dt dz dx 

hM df dQj^ dP^ 



H dt dx dy 

Es ist gut, die wahre Elektricität jetzt so zu definiren, dass 
Ph}Q>h}Rh wieder die Kräfte auf die Elektricitätsmenge Eins 
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sind. Die Dichte der wahren Elektricität im neuen Maass 
gemessen ist dann: 

löH) c, = ^ = __|^____ + —jy— + —^—) • 

Auch in p^ q, r, cj und ü haben wir statt der elektrostatisch 
gemessenen dann die im neuen Maasse gemessene Eiektricitäts- 
menge zu substituiren und fugen deshalb den Index h bei. 
Unter p^ z. B. ist die im neuen Maasse gemessene Elektricitäts- 
menge zu verstehen , welche in der Zeiteinheit durch eine auf 
der Abscissenaxe senkrechte Flächeneinheit hindurchgeht, so 
dass wir erhalten: 

Vilh) p =ph . Ä , g' = ^A . A , r = Tä . Ä , o? = (o^ . A , £i =^ Sij^.h, 

Damit nun wieder die Gleichungen 8, 9 und 28 keinen be- 
sonderen Faktor erhalten , führen wir noch statt der elektro- 
statisch gemessenen Leitungsfähigkeit Z eine neue Constante ein: 

12h) Ln = Ljh} 

{die im neuen Maasse gemessene Leitungsfahigkeit), so dass 
wir erhalten: 



23h) { 



9h) r= - MPh^i^ +QhYH + Rn.Zn) 

' h^ di d% dy ^^ ^ K^hf^h) 
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Vierte Yorlesnng. 



§8. Besonderer Charakter der nun zu suchenden 

Integrale. 

Die entwickelten Gleichungen stellen im Allgemeinen eine 
Wellenbewegung dar. Betrachtet man einen homogenen Körper, 
in dessen Innern keine äussern elektromotorischen Kräfte wirken, 
setzt also I) und L constant, X=y=^=0, so liefern die 
Gleichungen G und 15: 



25) < 



dB , 4n L rk 

also: 

j -AaLt/D 

e = Ae 



War nun irgend einmal der Körper unelektrisch, und 
haben seitdem in seinem Innern keine äussern elektromotorischen 
Kräfte gewirkt, so muss auch damals die letzte Gleichung ge- 
golten haben. Da aber damals c = war, so muss auch 
^ = und daher ftlr alle Folgezeit « = sein. Da D con- 
stant ist, folgt weiter: 

dx dy dx 

und man erhält aus der ersten der Gleichimgen C, indem man 
für ß und y deren Werthe aus den Gleichungen D substituirt: 



wobei: 



dr dt 



d^ d^ d* 



dx^ dy^ dx* 

ist. Analoge Gleichungen gelten für ff und h. Für Z = 
«werden hierdurch bekanntermaassen TransTersalwellen von der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit : 

dargestellt. Hat Z einen von Null yerschiedenen Werth, so 
werden die WeDen gedämpft (Absorption) und die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit ist für yerschiedene Schwingungsdauem 
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verschieden (Dispersion). Wir beMedigen die Gleichungen, 
wenn wir setzen: 

F =. £ e-^""""'*' cos n (t - ^) , 
wobei £ und n beliebige Constanten sind, wogegen man hat: 



4 TT« M^ L^ 



26) l^l/^ + i/^^!^ . 

Dies stellt eine Transversalwelle dar, deren Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit a ist. Wir wollen die Behandlung der Ge- 
setze dieser Wellenbewegungen einem viel späteren Kapitel 
vorbehalten und hier nur bemerken, dass ihre Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ausserordentlich gross (wie die Lichtgeschwin- 
digkeit) ist. Im Falle, wo i = ist, muss also ifJDM/^ ausser- 
ordentlich klein sein. Da in Formel 26 der Wurzelausdruck 
unter dem ersten Wurzelzeichen jedenfalls mit positiven Zeichen 
genommen werden muss, so folgt, dass auch, wenn Z von Null 

verschieden ist, yj? M/ Jj klein wie die reciproke Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der Wellen oder noch kleiner sein muss. 

Die Berechnung des gesammten Verlaufes der durch eine 
beliebige elektromagnetische Störung hervorgerufenen Wellen 
stösst nun selbst in den einfachsten Fällen auf fast unüber- 
windliche mathematische Schwierigkeiten. Dass es trotzdem 
möglich ist, in vielen Fällen sehr einfache Gesetze aus den 
Gleichungen abzuleiten, verdanken wir einem günstigen Um- 
stände, dessen Wesen ich zunächst an einigen Beispielen aus 
der Elasticitätslehre erläutern will. 

Gesetzt, wir hätten eine gespannte Saite oder Schnur. 
Der eine Endpunkt Ä derselben sei vollkommen fix, dem 
anderen Endpunkte B werde mit der Hand oder sonstwie eine 
ganz beliebige Bewegung senkrecht zur ursprünglich geraden 
Linie AB ertheilt. Im Allgemeinen werden dadurch Wellen 
entstehen, welche in Ä reflektirt werden, und deren Gesammt- 
resultat bald nur mehr durch lange Summenformeln ausdrück- 
bar ist. Wenn aber die Bewegung des Punktes B so langsam 
geschieht, dass die Wellenlänge sehr gross gegen die Faden- 
länge ist, so wird keine Spur von Wellenbewegung bemerk- 
bar sein. 

So einfach und bekannt dies ist, so sind doch die mathe- 

Boltzmann, Vorlesungen, 11. 3 
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matischen Bedingungen der Bewegungsart, welche der Faden 
im letzteren Falle macht, meines Wissens noch nie genau 
geprüft worden. Gerade diese Bewegungsart spielt aber fast 
überall eine wichtige Rolle, wo Massen, die in einer Linie, 
Fläche oder im Eaume continuirlich yertheilt sind, sehr lang- 
sam zur Bewegung angeregt werden. Sie ist keine stationäre, da 
sie nach langer Zeit ihren Charakter völlig verändern kann, 
eher könnte man sie als angenähert stationär oder besser als 
langsam gegenüber der Wellenfortpflanzung in dem in Betracht 
kommenden Gebiete bezeichnen. Um diesen Begriff schärfer zu 
fassen, wollen wir in dem eben besprochenen einfachen Falle mit 
w irgend eine Grösse bezeichnen, die sich auf den Zustand des 
Fadens an einer Stelle bezieht; z. B. die Entfernung der be- 
treffenden Stelle von ihrer Euhelage oder die daselbst herr- 
schende Geschwindigkeit etc. Femer bezeichnen wir mit a die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Transversalwellen in dem 
Faden, mit / dessen Länge. Damit die Bewegung von der 
gesuchten Beschaffenheit sei, muss die Anregung folgende Be- 
dingung erfüllen. Es muss 

l dWß 



a dt 

klein gegenüber den in Betracht kommenden Veränderungen 
des Werthes von w, also namentlich klein gegenüber der Diffe- 
renz zwischen dem grössten und kleinsten der vorkommenden 
Werthe des w sein, was wir etwa in der Form schreiben 
können: 

l dWß 

27) ~^~dT' ^^'^' "'max — M?min ; 

der Index £ drückt dabei den Werth an dem zur Bewegung 
angeregten Ende B aus. Wenn w eine Länge und Wmax — ^min 
von der Grössenordnung / ist, so wird einfach dwBJdt klein 
gegen a. Für die Bewegung an irgend einer Stelle, die wir 
durch ihre Entfernung x vom fixen Ende Ä charakterisiren 
wollen, wird dann immer 

oQ\ \ dw j j dw 

' a dt ^ dx 

sein. Für die Wellenbewegung ist ja 

w = f{x + at)y 
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daher: 

1 dw _ , dw 
a dt " dx 

28 giebt also in der That die Bedingung, dass die Geschwin- 
digkeit, mit der sich w ändert, für die angeregte Bewegung 
viel kleiner ist, als im Falle bemerkbarer Wellenbewegung. 

Bezeichnen wir mit y die Entfernung irgend eines Theil- 
chens des Fadens Yon dessen Euhelage, so hat man bekannt- 
lich für y die partielle Differentialgleichung: 

9Q\ 1 d'y _d^y 

"^^^ ^d¥-d^^' 

Da für die gesuchte Bewegung nach 28 

1 d^y 



gegen 



und dieses wieder gegen 



a* di^ 
1 d^'y 



a dx dt 

d^y 



dx" 

verschwinden muss, so reducirt sich dieselbe angenähert auf: 

dx^ "' 
was liefert: 

y^x(p{t) + ifj{t\ 

und da für a: = 0, y = 0, fiir x == l aber y gleich einer vor- 
geschriebenen Funktion f[t) von t sein muss, so folgt: 

y = T /■(')• 

Da wir hier nur Annäherungsrechnung treiben, so hat es natür- 
lich keine Schwierigkeit, nach bekannten Methoden den Grad 
der Annäherung weiter zu treiben. Bezeichnet man den ge- 
fundenen Werth von y mit y^, und setzt y =:y^+ y^, so liefert 
die abermalige Anwendung der Gleichung 29: 

wobei (p und \p jetzt so zu bestimmen sind, dass y^ fiir x ^0 
und X = 1 verschwindet; es ist also: 

^ = 0' 9'=--Ä-^'W- 

8* 
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Man würde so eine ßeihenentwickelung erhalten, deren Con- 
vergenz freilich eine begrenzte ist, welche aber, so lange sie 
convergirt, natürlich mit der Lösung durch willkürliche Funk- 
tionen oder dem allgemeinen Integrale übereinstimmt. 

Das Analogon zu dieser Keihenentwickelung bildet im 
elektromagnetischen Probleme die Berücksichtigung der elektro- 
statischen Wirkung veränderlicher elektrischer Ströme, der 
ponderomotorischen Wirkung erlöschender Ringmagnete etc. 
In der Relation 28 sind die DiflFerentialquotienten einer und 
derselben Grösse mit einander verglichen. Will man die 
zweier verschiedener Grössen u und v vergleichen, so muss 
man bedenken^ dass während der Bewegung sich immer leben- 
dige Ejraft in Arbeit und umgekehrt umsetzt, also der Zu- 
wachs der lebendigen Kraft und der Arbeit immer von gleicher 
Grössenordnung sein muss. Die Differentialquotienten dieser 
Grössen können daher gerade so vergHchen werden, wie in der 
Relation 28 die Differentialquotienten einer einzigen Variabein w. 
Um dies zu versinnlichen, betrachten wir wieder eine elastische 
Schnur AB, deren eines Ende A fix ist, und charakterisiren 
irgend einen Punkt C der Schnur durch seine Entfernung x 
von A, Das andere Ende £ soll aber jetzt longitudinal in 
der Richtung der Geraden A C hin- und herbewegt werden. 
I sei die ebenfalls longitudinale Verschiebung des Punktes C 
gegen -B hin, 1^ deren Werth für x = l = AB. Wir könnten 
diese Aufgabe natürlich gerade so wie die vorige behandeln, 
wollen aber jetzt die elastische Kraft p auf die Einheit des 
Querschnittes im Punkte C einführen. Ist JEI der Elasticitäts- 
modul, so ist 

Die lebendige Kraft des Fadenstückes von der Länge dx ist: 

qgdx / df \2 
2 \dT) ' 

wobei Q die Dichte der Substanz des Fadens ist. Die Arbeit 
der elastischen Kräfte in demselben Fadenstücke ist be- 
kanntlich: 

qdx jp 



\dx) 



2 



q ist der Querschnitt des Fadens. Da beide Grössen sich in- 
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einander umsetzen müssen, wenn Wellenbewegung stattfindet, 
so müssen ihre Zuwächse von derselben Grössenordnung sein. 
Setzen wir daher: 






9 ^_dS 



so müssen auch die Zuwächse von u und v von derselben 
Grössenordnung sein. Für die gegenüber der Wellenbewegung 
langsame Bewegung muss daher entsprechend den Relationen 28 

1 du 
a dt 
nicht nur gegen 

sondern auch gegen 



verschwinden, ebenso: 

Ol \ 1 dv du 

31) — -TT gegen 



a dt ^^»^" dx 
Wir können nun die Bewegungsgleichung: 

dx* a* dt* E dt* 

für die longitudinalen Schwingungen der Schnur in der Form 
schreiben: 

dv ^ \ du 

dx a dt 

und bekommen daher fiir die gesuchte Bewegung angenähert: 

dv ^f _ n 



dx dx 
wie früher. 



§ 9. Anwendung des vorigen Paragraphen auf Aero- 
dynamik und Elektricitätslehre (Asone, aphote Be- 
wegung). 

Die im vorigen Paragraphen angeführten Beispiele er- 
scheinen von fast kindischer Einfachheit; doch sind sie die 
vollkommenen Analoga zu den Lösungen der Grundgleichungen 
des Elektromagnetismus, welche wir zunächst zu betrachten 
haben. Wegen der enormen Fortpflanzungsgeschwindigkeit er- 
zeugen nämlich alle bisher bekannten elektromagnetischen Er- 
regungen bloss Bewegungen des Aethers, welche den eben be- 
sprochenen Charakter haben, mit einziger Ausnahme der Licht- 
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erschemnngen und der yon Hertz entdeckten elektrischen 
Wellen, wo aber auch in Entfernungen von der Erregungs- 
stelle, welche klein gegen die Wellenlänge sind, die Bewegung 
noch nahezu den Charakter der eben besprochenen hat^); ich 
werde darauf in einem späteren Theile dieser Vorlesungen zu- 
rückkommen. 

Eine erschöpfende Analyse der Natur der besprochenen 
Bewegung würde mich viel zu weit führen; dieselbe müsste 
jedenfalls zur Bedingung 27 für die Anregung noch die weitere 
hinzufügen, dass dieselbe nicht allzulange mit einer Periode, 
welche ein exaktes Vielfaches der Schwingungsdauer irgend einer 
Eigenschwingung des angeregten Körpers ist, gedauert haben 
darf, da dann, besonders wenn jede Dämpfung ausgeschlossen 
ist, ein Ausnahmsfall eintritt. 

Noch eines Specialfalles will ich im Vorübergehen Er- 
wähnung thun, nämlich der Bewegung eines Gases, in welchem 
der Druck p auf die Flächeneinheit und die Dichte q durch 
das Gesetz p = Cp« verknüpft sind. Sind «, r, w die 6e- 
schwindigkeitscomponenten an irgend einer Stelle, so ist 

W* + 4?' + tr* 

P 2 

die lebendige Ejraft der Volumeinheit. Die Schallgeschwindig- 
keit ist: 

a = j/wCp«-!. 

Die Arbeit in einer Gasmasse, welche bei der Dichte q^ die 
Volumeinheit erfüllte, ist: 

Es sind also die Zuwächse von 

Q V? und ^° , Q^ — ^ 

^ n — 1 ^ 

von derselben Grössenordnung; daher auch die der Quadrat- 
wurzeln dieser Grössen, und wenn man voraussetzt, dass q^ 
imd p von derselben Grössenordnung sind, auch die von 

^U und p|/CZZpn-7, 

oder, wenn nln--l eine endliche Zahl ist, die von qu 

*) Vergl. Hertz, Ausbreitung d. el. Kraft, S. 151; Wied. Ann. 
Bd. 36, S. 5, 188S. 
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und a p. (Für n = 1 muss der Beweis besonders geführt 
werden, was ich hier bei Seite lasse.) Setzt man daher: 

ap = Ä, QU = l, (>t? = m, Qw = n, 
so sind die Aenderungen dieser Grössen von derselben Grössen- 
ordnung. Die Continuitätsgleichung nimmt daher die Form an: 

1 dk dl dm dn ^ 

H — TT" + irr. — I — TT = ^• 



a dt dx dy dx 

Es muss daher nach den früher aufgestellten Principien das 
erste Glied gegen jedes der übrigen verschwinden, und man 
hat angenähert: 

dl dm dn .^ 

+ ~ir:. — r -7-— = ^» 



dx dy dx 

War die Dichte anfangs überall dieselbe, und bewegen sich die 
Umhüllung und etwa eingetauchte Körper so, dass das Vo- 
lumen nicht verändert wird, so wird daher die Dichte immer 
nahezu dieselbe bleiben, und das Gas sich wie eine incom- 
pressible Flüssigkeit bewegen. Aendert sich das Volumen, so 
können auch langsame, aber in der ganzen Gasmasse immer 
nahezu gleiche Dichtenänderungen vorkommen.^) Bei ent- 
sprechender Anregung kann die Strömung auch wellenartig 
sein, z. B. wie die Wellen einer incompressiblen Flüssigkeit. 
Man muss also sagen: die Bewegung ist langsam bezüglich der 
Ausbreitung der Schallwellen in dem in Rede stehenden Räume, 
wofür wir mit einem Worte ason sagen wollen. 

Ueberhaupt können derartige Bewegungen auch noch den 
Charakter von Schwingungen haben; so kommt z. B. den 
Transversalschwingungen einer gespannten, an beiden Enden 
befestigten Saite, welche in der Mitte mit einer im Vergleich 
zu ihrer Masse sehr grossen Masse belastet ist, oder eines 
Drahtes, welcher, unten mit einem Gegenstande von sehr grossem 
Trägheitsmomente belastet, Torsionsschwingungen macht etc., 
ganz der Charakter dieser Bewegungen zu. 

Dasselbe gilt auch vom Aether. Wir wollen daher Aether- 
bewegungen, wobei die Anregung so langsam erfolgt, dass 



^) In den hydrodynamischen Bewegungsgleichungen sind die Ver- 
änderungen von qu^ und p = Cg^ von derselben Grössenordnung; es 
können daher die Aenderungen von q, nicht aber die von p vernach- 
lässigt werden. Es bleiben daher die übrigen hydrodynamischen Bewe- 
gungsgleichungen unverändert. 
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Wellen von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes oder 
der Hertz' sehen Wellen ausgeschlossen sind, mit einem Worte 
als aphot bezeichnen, wobei wir freilich unter (p&q nicht bloss 
die auf die Netzhaut wirkenden Aetherschwingungen, sondern 
auch die strahlende Wärme und Hertz' sehen Schwingungen 
verstehen. Dabei können noch immer langsamere stehende 
Schwingungen, z. B. oscillirende Condensatorentladungen, statt- 
finden, aber die durch sie erregten Hertz'schen Wellen sind 
in Bäumen von den Dimensionen der Laboratorien, ja selbst 
der Erde, absolut unmessbar. 

Wir haben bereits bemerkt, dass abgesehen von den Er- 
scheinungen des Lichtes und der strahlenden Wärme und der 
Hertz'schen elektrischen Schwingungen alle bekannten Er- 
regungsarten elektromagnetischer Erscheinxmgen wegen der 
enormen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen 
Wellen den Bedingungen 27 genügen und daher aphote Aether- 
bewegungen erzeugen, bei denen die eigentliche Wellennatur 
des Elektromagnetismus völlig verborgen bleibt. 

Um die den Beziehungen 31 analogen für den Aether zu 
finden, müssen wir bedenken, dass dabei, wenn überhaupt 
zwischen den Grössen P, Q, B einerseits und a, /S, y anderer- 
seits ein bemerkbarer Umsatz stattfindet, das Princip der Er- 
haltung der Energie gewahrt bleiben muss, also die Zuwächse 
der in den Gleichungen A und B rechts stehenden Addenden, 
daher auch die von 

P^B, qYS, bYB, ccYM, /?]/F, rYM 

und da D und M endliche Zahlen sind, auch die von P, Q, Ä, 
a, ßy y von derselben Grössenordnung sein müssen. Diese 
Grössen spielen also die Rolle der in der Relation 31 mit 
u und V bezeichneten Grösse. 

Nun ist aber J) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
elektrischen Wellen im Lufträume. Entsprechend der Beziehung 
31 muss daher in den Gleichungen D die linke Seite gegen die 
Glieder der rechten zu vernachlässigen sein und man erhält: 

' dy rf» ' d» "" rfo; ' dx dy 

Findet dagegen kein nennenswerther Umsatz zwischen den 
Grössen F,Q,R und a,ß,y statt, so müssen eo ipso in den 
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Gleichungen D die Glieder, welche die ersteren drei Grössen 
enthalten, separat verschwinden und ebenso die, welche die 
letzteren enthalten, was wieder zu den Gleichungen 32 führt. 
Aus denselben folgt: 

33) P=-4^, Q=_4?L, Jt=^^. 

^ dx ^ ^ dy ^ d% 

Wir brauchen nun nur mehr eine Gleichung zur Bestimmung 
von (fj und da ist es am besten, die Eliminationsgleichung 
von a, ß, y aus den Gleichungen C zu benützen, also die 
Gleichung: 



16a) 



1 d_ r djDP) djDQ) diDB) ^ dLjP + X) 
An dti. dx dy dx ] dx 



dy 

dL(Q-h Y) , dL(R + Z) _ ^ 
■^ d^ ■*■ dl -"' 



welche, da sie ohne jede Vernachlässigung gebildet ist, unter 
allen Umständen gelten muss. Wir können jetzt aus 16a 
und 33 die Grössen P, Q, Ä ganz unabhängig von cc,ß,y be- 
stimmen, wozu wir sofort im nächsten Paragraph schreiten 
wollen. 

Wir bemerken hier nur noch, dass flir die aphote Be- 
wegung aus demselben Grunde in den Gleichungen C die linke 
Seite verschwindet. Man erhält daher, wenn Z einen sehr 
grossen Werth hat: 



34) 



' dß df ^^^(-p\y\ ^f ^" ^^^ //i _i_ y\ 



dy dx H ^ • ' 



dy 

Ist dagegen L klein, so folgt einfach: 

dß dy ___ dif da da dß r^ 

dx dy dx dx dy dx 

Femer folgt noch, ebenfalls unabhängig von jeder Vernach- 
lässigung, aus D: 

_d_ V d{Ma) d(Mß) d(Mfy\ ^ Q 
dt L dx dy dx i 

Die Betrachtungen dieses Paragraphen, sowie ähnliche, 
die wir später noch öfters anstellen werden, sind natür- 
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lieh für denjenigen yollkommen überflüssig, der sich nach 
Kirchhoff's Vorgang gewöhnt hat, zuerst bloss partikuläre 
Integrale der allgemeinen Differentialgleichungen hinzuschreiben 
und erst nachher deren physikalische Interpretation zu suchen. 
Derselbe ist jedoch im besten Falle nicht reicher als wir, wenn 
wir nur, nachdem wir uns den physikalischen Grund zu ver- 
anschaulichen gesucht haben, warum gerade diese partikulären 
Lösungen eine so wichtige Bolle spielen, und warum nicht 
noch andere eine gleich wichtige Bolle spielen, noch jedesmal 
den Nachweis liefern, dass die gefundenen Werthe auch den 
exakten Differentialgleichungen ohne jede Vernachlässigung 
genügen. 



Fttnfte Vorlesung. 



§ 10. Begriff der freien Elektricität. 

Mit Bücksicht auf die Gleichungen 33 kann man die 
Gleichung 15 auch so schreiben: 

Femer sind nach den Formeln 22, sobald die Glei- 
chungen' 33 erfüllt sind, die Ejräfte, welche ausser den äusseren 
elektromotorischen Kräften, also durch scheinbare Femwirkung 
im Bilde auf die Einheit der Elektricität wirken, 

— d(pjdx j -^ dtpjdy j — dcpjdz , 

Es ist also q) das elektrostatische Potential. Es ist in allen 
elektrischen Maasssystemen üblich, (p so zu messen, dass seine 
negativen Ableitungen nach den Coordinaten ohne weiteren 
Faktor die Kräfte auf die Elektricitätseinheit geben. Die 
Gleichungen 33 gelten daher unverändert in allen Maasssystemen. 
Wäre in einem anderen Maasssysteme P^ = h.P, so müsste 
auch der im anderen Maasssysteme gemessene Werth des 9p, 
den wir y^ nennen wollen, gleich h(p sein, dagegen ist nach 
15h e = heji, daher 

9^h = h^^(ihlQ, «Ä= "DJcplinh^ 
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Da wir voraussetzen, dass die elektromagnetische Störung 
in unendlicher Entfernung jedenfalls unmerklich wird, so 
müssen die Ableitungen von tp nach den Coordinaten im Un- 
endlichen verschwinden, und wir können die zu (p hinzutretende 
Constante, da sie aus den Gleichungen herausfällt, so wählen, 
dass auch cp selbst im Unendlichen verschwindet. Wenn man 
zur identischen Gleichung d^P j dx^ = <PP j dx^ die nach z 
differentürte zweite und die nach y differentürte dritte der 
Gleichungen 32 addirt, so erhält man hierzu noch: 



dx\dx dy dxj 



Da analoge Gleichungen für AQ und AR gelten, so sieht 
man, dass diejenige Funktion qy, deren negative Ableitungen 
nach den Coordinaten gleich P, Q, R sind, die Potentialfanktion 
einer Masse sein muss, deren Dichte in einem beliebigen Vo- 
lumelemente dr gleich 

'dP , dQ . dR^ 



4tn \dx dy dx 

ist. Die Potentialtheorie bietet daher ein willkommenes Mittel 
zur Lösung aller einschlägigen Aufgaben, ein Umstand, der 
übrigens immer eintritt, sobald gewisse Grössen die partiellen 
Ableitungen einer Funktion nach den Coordinaten sind (be- 
wegte Flüssigkeit, in der ein sogenanntes Geschwindigkeits- 
potential existirt etc.). 

Trotz der Unbequemlichkeit, welche die Einführung einer 
willkürlichen Constanten hat, deren Werth natürlich auf das 
Resultat ohne Einfluss ist, empfiehlt es sich doch, obigen Aus- 
druck noch mit einer solchen zu multipliciren, also eine Masse 
zu fingiren, welche den Kaum so erfüllt, dass ihre Dichte im 
Volumelemente dr den Werth: 



== _b_ [d£ .10, dB] 
4t 71 \dx dy dx ) ^ 



also mit Bücksicht auf die Gleichungen 32 den Werth: 
35) / ß^=«_Ljy 

hat, wobei b eine beliebige, für alle Körper zu allen Zeiten 
constante Zahl ist. Wer will, kann ja immer b = 1 gesetzt 
denken. Es ist dann ^ das Potential einer Masse, die den 
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Eaum mit der Dichte Bfjb erfüllt; d. h. der Werth von qp in 
irgend einem Punkte Ä des Baumes (dem Aui^unkte) ist 

wobei dr ein Volumelement, Bf der dort herrschende Werth von 

_b_ ldP_ ,10,^\^ b_^ 

^n\dx dy dx) ^n ^ 

und p die Entfernung des Volumelementes vom Aufpunkte ist. 
Die Integration ist über alle Volumelemente aller elektrisch 
wirksamen Körper, also, wenn man will, über den gesammten 
unendlichen Baum zu erstrecken, da ohnedies 6f=^0 ist, wo 
sich keine wirksamen Körper befinden. Wir nennen 6/ die 
Dichte der freien Elektricität an der betreffenden Stelle. Für 
Luft ist -D = 1. Setzt man daher, was wir meistens thun 
werden, b = 1, so ist für dieses wichtige Dielektricum die freie 
Elektricität mit der wahren identisch. Für andere Dielektrica 
dagegen werden wir durch eine besondere Hypothese über das 
Verhalten derselben (die dielektrische Polarisation) Bf mit e„ 
in eine einfache Beziehung zu bringen suchen, wovon im 
nächsten Paragraph die Bede sein soll. 

Wir können den Begriff der freien Elektricität gerade so 
wie den der wahren auch in dem vollkommen allgemeinen 
Falle, dass die Gleichungen 32 nicht gelten, festhalten, indem 
wir auch dann noch setzen: 

37) ,, = ^1^ + ^ + ^^] 

^ ' 4n \dx dy dz J 

und dabei immer <p als durch die Gleichung 36 definirt be- 
trachten. Wir können dann P, Q, R in zwei Theile zerlegen, 
indem wir setzen: 

Da wir*P, Q,Ä als die Componenten der elektrischen Kraft 
bezeichnen, so können wir 

dq> dq> d<f 

dx ' dy ' dx 

als die der elektrostatischen, F^^Q^jR^ als die der elektro- 
dynamischen bezeichnen; letztere Grössen werden daher die 
Bedingung erfüllen: 
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39) ^ + ^ + 4A = o. 

^ dx dy dx 

Diese Zerlegung wird überall von Vortheil sein, wo sich die 
Bewegung der aphoten einigermaassen nähert, so dass die der 
Formel 30 analoge Reihenentwickelung rasch convergirt; für 
sehr schnelle elektrische Schwingungen, wo diese Reihen- 
entwickelung vielleicht sogar divergirt, wird diese Zerlegung 
ohne Nutzen sein, b ist natürlich nicht etwa eine Naturcon- 
staute, sondern eine von uns willkürlich gewählte Zahl, von 
deren Werth die Resultate ganz unabhängig sind. 

Es ist aber bezüglich des Integrals der Formel 36 noch 
Folgendes zu bemerken. Wir denken uns nach dem Princip der 
Continuität der Uebergänge die Trennungsfläche zweier Körper 
immer so beschaffen, als ob sie angesehen werden könnte als 
eine continuirliche, wenn auch sehr dünne Uebergangsschicht. 
Wir müssen daher in dem Integrale der Formel 36 auch 
die sämmtlichen Volumelemente aUer Uebergangsschichten mit 
einbegreifen. In diesen Uebergangsschichten wird sich im 
Allgemeinen P,Q,jR sehr rasch ändern können. Die Volum- 
elemente derselben werden also, obwohl ihre Summe sehr 
klein ist, doch einen endlichen Betrag zum Integrale 36 bei- 
tragen können, und es ist häufig gut, diesen Betrag gesondert 
von dem, welchen das Innere des Körpers liefert, an- 
zuschreiben. 

Wir bezeichnen mit do ein Oberflächenelement einer 
solchen Uebergangsschicht, und legen zunächst die Abscissen- 
axe senkrecht zu do. Der Uebergangsschicht selbst schreiben 
wir eine, wenn auch sehr geringe Dicke S zu, fassen also das 
Element do der Uebergangsschicht als einen Cylinder Z von 
der Basis do und der Höhe S auf. Die gesammte in diesem 
Cylinder enthaltene wahre Elektricität bezeichnen wir mit U^do 
und nennen !!„, die Flächendichte der wahren Elektricität. 

Wir zerlegen S noch weiter in unendlich viele, unendlich 
kleine Elemente, deren eines dx heissen mag. Der Cylinder 
mit der Basis do und der Höhe dx ist dann ein Volum- 
element des Cylinders Z. Die im Cylinder von der Höhe dx 
und der Basis do enthaltene wahre Elektricität ist dann 
B^dodx, Integriren wir dies über den gesammten Cylinder ^, 
so erhalten wir 
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P , r , , r\d(DP) ^d(DÖ\ . d(DR^ dxda 

Behandelt man dieses Integral gerade so, wie die Integrale der 
Formel 10 a, so ergiebt sich dafür der Werth 

wobei mit dem Index 1 die Werthe unmittelbar an der 
Trennungi^chicht, aber auf der der positiven ar- Richtung zu- 
gewandten Seite, mit dem Index Null aber die Werthe auf. 
der entgegengesetzten Seite bezeichnet werden. Es ist also 

Hat die x-Axe eine beliebige Richtimg, so ist 

wobei N die in Formel 19 definirte Componente des Vektors 
(P, Q,Ä) in der Richtung der Normale n zu do ist. Diese ist 
von der Seite, für die der Index Null gilt, gegen jene hin 
zu ziehen, auf die sich der Index 1 bezieht. Gerade so, 
wie bei der wahren, wollen wir auch bei der freien Elektricität 
f Bfdr die gesammte in einem Räume befindliche freie Elek- 
tricität nennen. Auch die Flächendichte der freien Elektricität 
auf dem Flächenelemente do können wir ganz analog wie bei 
der wahren Elektricität definiren und finden. Man hat also 
allgemein: 

Dabei bezieht sich das letzte Glied jeder Gleichung auf den 
Fall, wo die Gleichungen 33 gelten, und es drückt dldn eine 
Differentiation in der Richtung der im eben definirten Sinne 
(von Null gegen 1) zu ziehenden Normale aus. Da alle Punkte 
des Flächenelementes do vom Aufpunkte nahezu dieselbe Ent- 
fernung Q haben, so liefert die auf cfö befindliche fi:eie Elektri- 
cität in das Integrale 36 den Betrag EfdoJQ. Die Gleichung 16 
aber verwandelt sich in 



40) 



41) 



dE 

-Afe-s)-A(|?-4 



§ 11. Dritter Zug des Bildes. 47 

S ist die in Formel 19 definirte Componente des Vektors X, ¥, Z, 
also der äusseren elektromotorischen Kraft in der Eichtung n. 
Wenn in der betreffenden Trennungsfläche zwei Isolatoren an 
einander grenzen, und niemals äussere elektromotorische Kräfte 
gewirkt haben, so gilt natürlich in jedem Volumelemente 
ihrer sehr kleinen Dicke die Gleichung 16 mit X = 0. Wenn 
daher vor Beginn aller elektrischen Störungen die wahre Elek- 
tricität gleich Null war, so wird dies auch für alle spätere 
Zeiten gelten, und man hat 

42) D,N, = I),N,; i>^^ = i>„^. 

Das Integrale der Formel 36 ist nun nicht bloss über alle im 
Innern der Körper liegen^pn Volumelemente, sondern auch 
über alle Volumelemente aller Uebergangsschichten zu er- 
strecken. Wir wollen, um dies durch ein Zeichen in Er- 
innerung zu bringen, einem so zu verstehenden Integrale immer 
den Index U beifugen, einem Integrale aber, welches bloss 
über Volumelemente zu erstrecken ist, die sich im gewöhn- 
lichen Sinne im Innern von Körpern befinden, den Index /. 
Dann können wir die Formel 36 in der Form schreiben. 



§11. Dritter Zug des Bildes. Begriff der dielektrischen 

Polarisation. 

Der Begriff der freien Elektricität würde wenig Nutzen 
bringen, wenn er sich nicht wieder durch eine sehr anschau- 
liche Vorstellung mit dem der wahren verknüpfen liesse, welche 
also einen neuen Zug unseres Bildes darstellt. Wir denken 
uns in einem Isolator die neutrale Elektricität zwar unfähig, 
fortzuströmen, aber fähig, sich in den einzelnen Volum- 
elementen zu verschieben, was wir die dielektrische Ver- 
schiebung nennen wollen. Den dadurch hervorgerufenen 
Zustand der Volumelemente nennen wir deren dielektrische 
Polarisation. 

Betrachten wir ein parallelepipedisches Volumelement, 
dessen Kanten dx, dy, dz den Goordinatenaxen parallel sind. 
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Von den beiden zur Abscissenaxe senkrechten Endflächen des- 
selben soll sich in Folge der dielektrischen Verschiebung auf 
der der positiven Abscissenaxe zugewandten (rechten) Seiten- 
fläche die positive Elektricitätsmenge 

auf der der negativen Abscissenrichtung zugewandten die 
gleiche negative Elektricitätsmenge ansammeln. Nach der uni- 
tarischen Anschauung würde sich nur auf der rechten End- 
fläche diese Elektricitätsmenge ansammeln , während auf der 
vis ä vis liegenden ein gleich grosser Mangel entstünde. 

Nach Analogie mit dem magnetischen Momente nennt 
man die Grösse 

44) ldxdydz=^Pdxdydz 

das dielektrische Moment des Volumelementes dxdydz in der 
Abscissenrichtung, j aber das dielektrische Moment der Volum- 
einheit in der Abscissenrichtung. 

Dasselbe gilt von der y- und 2r-Richtung. Die Verschie- 
bungen in den benachbarten Volumelementen werden gefunden, 
indem man in obigen Ausdrücken x + dx^ resp. y + dy, 
z + dz statt x,yyZ setzt. Daraus findet man in bekannter 
Weise, dass die dielektrische Verschiebung der neutralen 
Elektricität zur Folge hat, dass im Volumelemente dxdydz 
der Ueberschuss 



45) 



bdxdydx 
4 n 



dP ,d_Q , dBl __ dxdydx \d(I) P) 
dx dy d%\ 4n [ dx 

+ ^-^ + ^-^]=. ^dxdydz 
dx dx i ^ ^ 



positiver über negative Elektricität entsteht. Wir nennen diesen 
ueberschuss die durch die dielektrische Polarisation im Isolator 
auftretende oder in das Volumelement hineingeschobene Elektrici- 
tät, «^ ihre Dichte. 

In unserem Bilde müssen wir nun annehmen, dass die 
gesammte Elektricität in die Feme wirkt. Da von der nicht 
verschobenen neutralen Elektricität immer gleich viel positive 
wie negative vorhanden ist, so ist unter der gesammten Elek- 
tricität die Summe der wahren und der durch dielektrische 
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Polarisation auftretenden zu verstehen, welche Summe wir die 
freie Elektricität nennen. Ihre Dichte ist also «^ = g^ + Sp, 
wofür wir nach Substitution der Werthe 45 und 15 wieder den 
Werth 37 finden, so dass also der neue Zug unseres Bildes 
exakt die Beziehung zwischen der wahren und freien Elek- 
tricität darstellt. Unter (p ist daher lediglich das Potential 
der durch b dividirten freien Elektricität zu verstehen. 

Die durch dielektrische Polarisation auftretende Elek- 
tricität macht eine gleiche, entgegengesetzt bezeichnete Menge 
der wahren Elektricität unwirksam. Nennt man diese unwirk- 
sam gewordene die gebundene Elektricität, so ist ihre Dichte 

In unserem Bilde werden wir weiters annehmen, dass die 
geschilderten dielektrischen Verschiebungen ebeafalls durch die 
auf die neutrale Elektricität wirkenden Kräfte P, Q, R erzeugt 
werden. Betrachten wir zuerst den Fall, dass keine äusseren 
elektromotorischen Kräfte wirken, dann wirkt nach Formel 22 
die Kraft P auf die Mengeneinheit der positiven neutralen Elek- 
tricität in der positiven Abscissenrichtung. Wir müssen also 
in unserem Bilde annehmen, dass 

ist; also dass das dielektrische Moment der Volumeinheit pro- 
portional und gleichgerichtet mit der auf die Elektricitäts- 
einheit wirkenden Kraft ist. Wir haben den Proportionalitäts- 
faktor B^H genannt, weil v. Helmholtz^) denselben mit 6 be- 
zeichnet. Stefan 2) nennt diesen Proportionalitätsfaktor die 
Elektrisirungsconstante und bezeichnet ihn mit A. 

Wir können daher den neuen Zug unseres Bildes dahin 
vervollständigen, dass wir annehmen, dass diese dielektrische 
Verschiebung eine der sie erzeugenden Kraft P gleiche, aber 
entgegengesetzt gerichtete Molekularkraft weckt, welche dieser 
das Gleichgewicht hält. Die dielektrische Verschiebung schreitet 
daher immer so weit vor, bis jene Molekularkraft gleich der 
elektrischen Kraft geworden ist. 



*) Gesamm. Abh. Bd. 1, S. 616. 
*) Wien. Ber. Bd. 70, S. 634, 1874. 
Boltzmann, Vorlesimgexi, n. 
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Die nach unserem Bilde zur Dielektrisirung erforderliche 
Arbeit finden wir wie folgt. 

Wächst ; um d^, so kann man sich die Sache so denken, 
als ob die Elektricitätsmenge + d^dyäz von der einen End- 
fläche auf die andere des Parallelepipeds verschoben würde, 
und dadurch auf der anderen die Elektricitätsmenge — d-^dydz 
frei würde. Die erstere Elektricitätsmenge wird also um die 
Strecke dx verschoben. Auf sie wirkt die elektrische Eraft 
Pd^dydz] die Arbeit dieser Bj*aft ist daher 

Pd^dxdydz = dxdydz^d^. 

Genau gleich ist die Arbeit der Molekularkraft, welche der 
elektrischen immer das Gleichgewicht hält. Die gesammte 
molekulare Arbeit also, welche behufs Erzeugung der dielek- 
trischen Polarisation j in der Volumeinheit überwunden werden 
muss, ist in unserem Bilde: 



Es ist aber wohl zu bemerken, dass alle diese Vorstellungen 
blosse Veranschaulichungen der Resultate sind, die vollständig 
in den in der ersten Vorlesung abgeleiteten Grundanschau- 
ungen und Grundgleichungen enthalten sind und sich daraus 
mit Nothwendigkeit ergeben. Sie sind also keineswegs neue 
Annahmen, sondern bloss neue Bilder, durch welche wir uns 
verschiedene Consequenzen der in der ersten Vorlesung ge- 
wonnenen Grundgleichungen versinnlichen. 

Es sei hier noch zweierlei bemerkt. Dielektrische Polari- 
sation wurde allerdings in Metallen noch nicht constatirt. Wenn 
man daher dem D in allen Metallen denselben Werth ertheilte 
und dann b gleich diesem Werthe setzte, so dass in Metallen 
keine dielektrische Verschiebung der neutralen Elektricität auf- 
träte, so würde man in keinen Widerspruch mit der Erfahrung 
gerathen. Allein, selbst im Wasser wurde bereits dielektrische 
Polarisation nachgewiesen, und wenn man auch die Elektricitäts- 
leitung des Wassers, da sie elektrolytischer Natur ist, nicht gel- 
ten lassen wollte, so wäre es doch schwer, allen dielektrisch 
polarisirbaren Körpern jede metallische Leitungsfähigkeit abzu- 
sprechen, schon weil dadurch der continuirliche Uebergang von 
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den Nichtleitern zu den Metallen immer nur durch ein und 
dasselbe nichtleitende und nicht dielektrisirbare Medium statt- 
finden müsste. Jedenfalls würde darin eine nicht gerechtfertigte 
Specialisirung der MaxwelFschen Theorie liegen, welche jeden 
Augenblick durch das Experiment widerlegt werden könnte. 

Man wird also besser thun, sich auch die Metalle der 
dielektrischen Polarisation fähig zu denken. Es kann dies in 
zweifacher Weise geschehen. Wir denken uns erstens in den- 
selben nur einerlei neutrale Elektricität und nehmen an, dass 
jedes Theilchen derselben genau die Summe derjenigen Ver- 
schiebungen macht, welche es in Folge der Leitung fiir sich 
allein und in Folge der dielektrischen Polarisation für sich 
allein erfahren würde. Wir können aber auch zweitens in den 
Leitern zwei Gattungen neutraler Elektricität annehmen, wovon 
die erste (Strömungselektricität) durch ihr Fortströmen die Er- 
scheinungen der Elektricitätsleitung vermittelt und sich also 
ganz so verhält, wie wir es in der dritten Vorlesung für die 
neutrale Elektricität in Leitern gefunden haben, wogegen die 
zweite (die Verschiebungselektricität) sich ganz so wie die neu- 
trale Elektricität in einem nicht leitenden Dielektricum verhält. 
Da jede Gattung neutraler Elektricität ursprünglich ein Gemisch 
von gleich viel positiver und negativer Elektricität ist, so wird 
sich keine derselben sonst noch irgendwie bemerkbar machen. 
Wiewohl die zweite Ansicht complicirter als die erste ist, so 
wollen wir sie doch ihrer grösseren Klarheit wegen adoptiren, 
da es sich ja ohnedies nicht um etwas Eeales, sondern bloss 
um möglichst klare Bilder zur Versinnlichung der Consequenzen 
der Grundgleichungen der ersten Vorlegung handelt. Wir er- 
reichen dadurch noch einen Vortheil. 

Wir können nämlich im Falle der Wirksamkeit äusserer 
elektromotorischer Kräfte annehmen, dass diese bloss auf die erste 
Gattung der neutralen Elektricität, nicht auch auf die zweite 
wirken, so dass für die dielektrische Polarisation auch bei Wirk- 
samkeit äusserer elektromotorischer Kräfte noch die Formeln 46 
und 47 gelten, nicht aber j = €vä(-P+ X) ist. Die allerdings 
natürlichere Annahme, dass die äusseren elektromotorischen 
Kräfte auch auf die zweite Gattung der neutralen Elektricität 
wirken, würde in keinem durch die Erfahrung controllirbaren 
Resultate von der entgegengesetzten abweichen, da ja weder 
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die scheinbare Femwirkung der Stellen, wo hydro- oder thenno- 
elektromotorische Kräfte ihren Sitz haben, noch auch die von 
Glasstangen im Momente, wo sie gerieben werden, bisher 
beobachtet wurde. Möglich, dass die Maxwell' sehe Theorie 
einer betreffenden Ergänzung bedarf. Doch hier wollen wir 
an der letzteren und an der Form, in der wir die Kräfte X, 
r, Z einführten, festhalten und das Bild immer so constmiren^ 
dass es die Gleichungen der ersten Vorlesung genau wieder- 
giebt, indem wir annehmen, dass die äusseren elektromoto- 
rischen Kräfte auf die zweite Gattung der neutralen Mek- 
tricität nicht wirken. Von den hydroelektromotorischen Kräften 
könnte man z. B. voraussetzen, dass sie ihren Ursprung darin 
haben, dass durch chemische Wanderung der ponderablen 
Atome die neutrale Elektricität erster Gattung dislocirt wird, 
ohne dass dadurch die dielektrische Polarisation irgendwie be- 
einflusst wird. 

Wir werden übrigens auf diesen Gegenstand noch einmal 
(§ 27 Gleich. 95) zurückkommen und dort auch eine Substitution 
für X, Yy Z kennen lernen, welche bewirkt, dass die äusseren 
Kräfte gleichmässig zu 

B dP j 47rL T. 

und 
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hinzutreten. 

Von grosser Wichtigkeit ist noch folgende Bemerkung. 
Gemäss den Gleichungen 22 sind in Abwesenheit äusserer 
elektromotorischer Kräfte die Componenten der Kräfte, welche 
in unserem Bilde auf die Mengeneinheit der neutralen Elek- 
tricität wirken, gleich P, Q, R. Sind die Gleichungen 33 er- 
füllt, so ist (f deren Potentialfunktion, und da q) nach der 
Gleichung 36 als das Potential einer Masse von der Dichte 
«^/b aufgefasst werden kann, so ist diese Kraft dieselbe, als 
ob jede Menge Cf freier Elektricität auf jede in der Entfer- 
nung Q befindliche Menge e„ der neutralen Elektricität mit 
der Kraft 

48) ^ 

wirkte. 
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§ 12. Elektrostatik. 

Den Nutzen der Einführung des Begriffes der freien 
Elektricität tritt in ein helleres Licht durch Betrachtung spe- 
cieller Beispiele. 

Wir nehmen nun zunächst an, dass früher beliebige äussere 
elektromotorische Kräfte gewirkt haben, dass deren Wirksam- 
keit aber zu einer gewissen Zeit aufgehört hat, und betrachten 
den Zustand, welcher lange Zeit nach dem Aufhören der äusseren 
elektromotorischen Kräfte zurückgeblieben ist. Da der Zustand 
jedenfalls aphot geworden ist, so gelten die Gleichungen 33. 

Wir wissen, dass nach Formel 8 in der Zeit- und Vo- 
lumeinheit die Energie L (P^ + Q^ + R^ in Wärme umge- 
setzt wird. Dieser Umsatz kann nicht ins Unendliche dauern, 
da sonst unendlich viel Energie vorhanden sein müsste; er 
muss also nach einiger Zeit aufhören und dann muss überall, 
wo L nicht gleich Null ist, P = Q = J2 = 0, also (p constant 
sein. In den Körpern aber, wo i = ist (den Isolatoren), ist 
überhaupt die wahre und neutrale Elektricität festgenagelt, 
daher kann tp nur Funktion der Coordinaten, nicht der Zeit sein. 

Wollte man dies für Isolatoren nochmals aus den Gleichungen 
beweisen, so würde man sich leicht überzeugen, dass nach einem 
bekannten Satze der Potentialtheorie, wenn in den Isolatoren die 
mit der Zeit unveränderliche Volum- und Flächendichte der 
wahren Elektricität, auf jedem verbundenen Leitersystem aber 
der Gesammtbetrag der Elektricität gegeben ist, (p durch die 
Gleichungen 15 a und 40, ferner die Bedingung seiner Constanz 
in allen Leitern und seines Verschwindens im Unendlichen ein- 
deutig, unabhängig von der Zeit bestimmt ist. Aeussere elektro- 
motorische Kräfte fehlen jetzt noch. 

Wie schon bemerkt, wurden unsere Gleichungen durch 
gewisse Vernachlässigungen gewonnen. Wir haben dadurch 
den Vortheil erreicht, dass wir auch begreifen, warum sie noch 
angenähert gelten, sobald beliebige Veränderungen vorgöhom- 
men werden, wenn nur die Aenderungsgesch windigkeit klein 
gegen die Lichtgeschwindigkeit ist. Naturgemäss kann aber 
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die Erlaubtheit derartiger Vernachlässigungen nicht mit voller 
mathematischer Strenge bewiesen werden. Es sei daher erin- 
nert, dass, wie man sofort sieht, die completen Gleichungen 
C und D der zweiten Vorlesung, wenn X= Y= Z = ist, 
ohne Vernachlässigung erfüllt sind, sobald 

^ " dx' ^ dy' ^~ dx 

gesetzt wird, und tp eine die Zeit nicht enthaltende, im Un- 
endlichen und in allen Leitern constante, sonst aber beliebige 
Funktion von ar, y, z ist. a, ß, y können dabei entweder gleich 
Null oder gleich den Ableitungen einer anderen ebenfalls be- 
liebigen von der Zeit unabhängigen Funktion der Coordinaten 
nach diesen sein. 

Man kann also ganz im Sinne der schon einmal be- 
sprochenen Kirchhoff 'sehen Methode zunächst zeigen, dass 
diese Festsetzungen partikuläre Integrale der allgemeinen 
Gleichungen sind und dann erst deren physikalische Bedeutung 
interpretiien. Wird qp als ursprünglich gegeben betrachtet, 
so bestimmt sich einfach die Dichte der wahren und freien 
Elektricität an jeder Stelle des Raumes und an jedem Ober- 
flächenelemente der Trennungsfläche zweier Körper nach den 
Gleichungen 15 a, 35 und 40. 

In der Praxis ist die Aufgabe gewöhnlich umgekehrt ge- 
stellt. Es ist die ursprünglich vorhandene wahre Elektricität 
gegeben; dann handelt es sich darum, cp so zu wählen, dass 
in Isolatoren 

' d 
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gleich der gegebenen Dichte der wahren Elektricität, resp., 
wo solche nicht vorhanden war, gleich Null ist, dass femer 
an der Trennungsfläche zweier Isolatoren 
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gleich der dort gegebenen Oberflächendichte der wahren Elek- 
tricität (resp. wieder gleich Null), dass endlich für jeden Leiter 
das über seine ganze Oberfläche erstreckte Integrale 

do j^ dq) 
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gleich der gegebenen, auf diesem Leiter sitzenden wahren 
Elektricitätsmenge ist. Nach dem citirten Lehrsatze der Po- 
tentialtheorie ist dieses Problem stets eindeutig lösbar. 

Wir denken uns nun zunächst einen einzigen Nichtleiter, 
in welchem I) einen constanten Werth hat, gegeben. In dessen 
Linerem kann an beliebigen Stellen wahre Elektricität mit 
der Dichte 

angehäuft sein. Ausserdem können sich darin beliebige, eben- 
falls mit wahrer Elektricität geladene Leiter befinden. Wir 
betrachten die Zeit, wo (p im Innern derselben constant ge- 
worden ist. Ist dann c?ö ein Oberflächenelement eines Leiters, 
so ist 

An an 

nach Formel 40 die daselbst angehäufte wahre Elektricität, 
wobei D und dtpjdn die Werthe dieser Grössen unmittelbar 
an der Oberfläche, aber schon ausserhalb des Leiters (im Iso- 
lator) bedeuten. Auch die Normale n ist vom Leiter gegen 
den Isolator hin zu ziehen. Ebenso findet man die Ober- 
flächendichte der freien Elektricität 

' 4n an 

und für die Volumdichte der freien Elektricität im Innern 
des Isolators 

Es ist also 
49) Sf = -j^e^, Ef = -^Ey,. 

Wir wollen nun die ponderomotorischen Kräfte aufsuchen, 
welche in diesem Falle wirksam sind. Natürlich müssen wir 
dieselben zunächst aus unserer mechanischen Grundannahme 
der ersten Vorlesung ableiten. Setzen wir die Werthe 33, 15 a, 
36 und 37 in die Formel A für die Energie des Mediums ein, 
integriren das erste Glied partiell nach x, das zweite partiell 
nach y und das dritte partiell nach z und bedenken, dass wir 
nach dem Princip der Continuität der Uebergänge die Tren- 
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nungsilächen nicht gesondert zu betrachten brauchen, sowie, 
dass im unendlichen die Ableitungen Ton q) verschwinden, 
so folgt 

50) { ^ 

_ 1 rrB^fdrdr' 

~^JJ ^ ■ 

U ü 

Diese Formeln gelten auch, wenn I) variabel ist. dr 
bezeichnet ein anderes Volumelement, b^ und ß'^ ^^® Dichten 
der wahren und freien Elektricität daselbst. Ist I) constant, 
so hat man nach der Gleichung 49 

öl) ^ = wjj^^^^ — • 

u u 

Der Index U an den Integralzeichen bedeutet wiederum, 
dass in die Integration auch die auf Flächen sitzenden Elek- 
tricitätsmengen einzubeziehen sind. 

Wir wollen nun alle Elektricitätsmengen in zwei Gruppen 
theilen. Den Volumelementen, in denen Elektricitätsmengen 
der ersten Gruppe sitzen, sowie den daselbst herrschenden 
Dichten, fügen wir den Index 1 , denen der zweiten Gruppe 
den Index 2 bei, während wir den Index w weglassen, da wir 
immer nur von wahrer Elektricität sprechen. Dann wird 
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Den ersten Addenden rechts nennen wir das Potential der 
Elektricitäten der ersten Gruppe auf sich selbst, den zweiten 
Addenden das Selbstpotential der Elektricitäten der zweiten 
Gruppe, den dritten dagegen bezeichnen wir mit T^^ und nennen 
ihn das Potential der Elektricitäten der ersten Gruppe auf die 
der zweiten. Es soll nun die Lage der Elektricitäten der ersten 
Gruppe vollkommen fix bleiben, ebenso soll die relative Lage 
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der Elektricitäten der zweiten Gruppe gegeneinander unver- 
ändert bleiben. Nur die relative Lage der Elektricitäten der 
zweiten Gruppe gegen die der ersten soll sich ändern. Dann 
ändert sich in Formel 52 rechts nur der dritte Addend, und 
da wir annahmen, dass ausser der in Joule 'sehe Wärme ver- 
wandelten Arbeit sonst keine Arbeit verloren geht, so muss 
ein Betrag, welcher gleich der Abnahme dieses Addenden ist, 
als sichtbare lebendige Ej'aft oder sichtbare Arbeit pondero- 
motorischer Kräfte zum Vorschein kommen. Es muss also 

53) -ST^^ = ^S CCjiJi^^iA^ 

u u 

die Arbeit der scheinbaren Femwirkungskräfte sein. Genau 
dieselbe Arbeit bekommen wir in unserem Bilde, wenn wir 
annehmen, dass alle in unserem Medium wirkenden elektrischen 
Kräfte dasselbe Gesammtresultat ergeben, als ob jede in un- 
serem Medium befindliche wahre Elektricität e^ auf jede andere 
e^} die Abstossung 



^w^w 
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ausüben würde. 

Nun sind aber nicht bloss die wahren, sondern auch die 
durch dielektrische Polarisation entstandenen Elektricitäten 
vorhanden, und wir müssen consequent annehmen, dass auf 
jede gegebene wahre Elektricität e^, alle übrige wirkt, deren 
Summe die gesammte freie Elektricität ist. um also mit 
Maxwell' s Theorie in Uebereinstimmung zu bleiben, müssen 
wir annehmen, dass die Gesammtwirkung auf <?„ das Resultat 
der Wirkung aller freien Elektricität auf e^ ist, dass also jede 
freie Elektricitätsmenge Cf auf e^ die Abstossung 

ausübt. Da aber die freie Elektricität nichts anderes als die 
Summe aller überhaupt vorhandenen Elektricität ist, so haben 
wir einfach anzunehmen, dass jede überhaupt vorhandene 
Elektricität auf jede andere nach diesem Gesetze wirkt. 

Der Vergleich dieser Formel mit Formel 48 zeigt, dass 
wir in unserem Bilde die ponderomotorischen Kräfte erklären 
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können, indem wir einfach annehmen, dass die freie Elektricitat 
nicht bloss auf die neutrale, sondern nach dem gleichen Ge- 
setze auch auf die wahre Elektricitat wirkt. Wir denken uns 
nun zunächst den realen Standardkörper, z. 6. Luft, fiir wel- 
chen i) = 1 ist. Daselbst ist die zur Beobachtung gelangende 
Abstossung zweier wahrer Elektricitätsmengen e„ und e^^ ist 

nach Formel 54 

e e' 

10 10 



Wir können also das elektrostatische Maass auch als dasjenige 
definiren, wonach im Standardkörper zwei Elektricitätsmengen 
Eins in der Distanz Eins die Kraft Eins auf einander aus- 
üben. P, Q, R sind die Componenten der Kraft (Feldstärke), 
die auf die Elektricitätsmenge Eins wirkt. Ihre Dimensionen 
sind nach Formel 14 

Da 



6 = 
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d{J)F) , d{J)Q) , d{J)E) 

\ T7. 1* 



dx dy d% 

ist, so sind seine Dimensionen 

Die einer elektrostatisch gemessenen Elektricitätsmenge sind 

Hat in irgend einem anderen Isolator B einen beliebigen 
Werth, den wir ohne Index schreiben, so ist daselbst die 
der Beobachtung sich bietende Anziehung der zwei wahren 
Elektricitätsmengen e^ und e^ nach Formel 54 gleich 

10 10 

also gleich der im realen Standarddielektricum stattfindenden, 
dividirt durch i>, also durch die Dielektricitätsconstante des 
zweiten Dielektricums relativ gegen das erste. 

Im neuen Medium würden die beiden Elektricitätsmengen, 
welche im realen Standarddielektricum elektrostatisch gemessen 
gleich ]/-D wären, die Abstossung Eins auf einander ausüben. 
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Das wäre also die im neuen Dielektricum elektrostatisch ge- 
messene Elektricitätseinheit. Bezeichnet man die Zahl, welche 
dieselbe Elektricitätsmenge im alten, resp. neuen Standard- 
medium elektrostatisch gemessen ausdrückt, mit e, resp. c^, so 
ist also 
56) 6 = eÄy^ 

und man erhält alle Gleichungen, die fiir das elektrostatische 
Maass im neuen Standardmedium gelten, indem man in den 
Formeln zu Schluss des § 7, deren Nummern den Index h 
tragen, setzt k = ^D. 

§ 13. Annahme, dass b klein gegen Eins ist. 
Bemerkung über dielektrische Fernwirkung. 

Am einfachsten wird unser Bild, wenn wir im realen 
Standardkörper (Luft) b = 1 setzen , also keine dielektrische 
Polarisation annehmen. In anderen Körpern ist dann die 
dielektrische Polarisation gerade so, dass sie deren abweichen- 
des Verhalten gegenüber dem Standardkörper erklärt. Im 
Standardkörper ist dann auch die Grösse s^h der Gleichung 
46 gleich Null. Die Dielektricitätsconstante eines anderen 
Körpers hat nach Gleichung 46 den Werth D = 1 + A^s^H' 

Es kann dann auch sein, dass in gewissen Körpern, etwa 
im Wasserstoff oder im leeren Baume i> < 1, eo^iiegativ, also 
die dielektrische Polarisation die entgegengesetzte wäre, wie 
man sich häufig die diamagnetische Polarisation vorstellt. 
Theils um dies zu vermeiden, hauptsächlich aber aus anderen, 
später zu besprechenden Gründen hat Herr v. Helmholtz 
auch die Möglichkeit ins Auge gefasst, dem b einen Werth b,- 
zu ertheilen, der klein gegen Eins ist. Wir wollen uns dann 
ein, wenn auch nicht existirendes, Dielektricum fingiren, in 
welchem J? = b» ist, und dasselbe das ideale Standardmedium 
nennen. 

Natürlich würde dieselbe wahre Elektricitätsmenge, die 
im realen Standardmedium in elektrostatischem Maass gemessen 
gleich Eins ist, im idealen, wo die dielektrische Polarisation 
fehlt, auf eine gleiche in der Distanz Eins befindliche nach 
Formel 55 nicht die abstossende Kraft Eins, sondern l/bc 
ausüben. Wir können aber nach Gleichung 56 setzen 
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was wir die Dichte der wahren Elektricität, nach dem für das 
ideale Standardmedium geltenden elektrostatischen Maasse ge- 
messen, nennen. Alle Gleichungen wären sofort in dieses für 
das ideale Standardmedium geltende elektrostatische Maa^s 
transponirt, wenn wir in den mit dem Index h versehenen 
Gleichungen am Schlüsse des § 7 setzen h = yb{. Es wäre 
jetzt im idealen Medium ef = e„j Bp = 0, im realen Standard- 
medium dagegen €^ = bj€to) ^'Iso bereits sehr klein gegen €„,, 
fip nahe gleich — a^,. 

l/bj könnte man als die Dielektricitätsconstante des 
realen Standardmediums, bezogen auf das ideale, bezeichnen. 
Es ist dies derjenige Fall, wo die v. Helmholtz'sche Theorie 
wieder mit der Maxweirschen identisch wird. Die letzte 
Formel v. Helmholtz's (Wiss. Abh. I. pag. 627) gibt in der 
That ftir jedes endliche k in dem Grenzfall, wo sie sich Max- 
weirs Theorie nähert {sq = oo) die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der longitudinalen Wellen unendlich gross. 

Es ist noch ein wichtiger Umstand zu erwähnen. Setzen 
wir nun im realen Standardkörper, wo i> = 1 ist, auch b = 1 , 
so giebt es daselbst keine dielektrische Polarisation; es muss 
also die gesammte elektrostatische Energie gleich dem Poten- 
tiale der fingirten Fernwirkungskräfte sein, welche die wahren 
Elektricitäten auf einander ausüben. Da die zwei wahren Elek- 
tricitätsmengeu e^ und e^ die durch die Formel 54 definirte 
Fernwirkung auszuüben scheinen, so ist das Potential aller 
wahren Elektricität, wenn wir sie in dem für den Standard- 
körper geltenden elektrostatischen Maasse messen: 



US 






was in der That nach Formel 49 und 50 gleich fTdr ist. 
Wenn die Entfernung zweier Elektricitätsmengen, die sich 
abstossen, wirklich zunimmt, und dadurch entweder sichtbare 
Arbeit geleistet wird, oder lebendige Kraft sichtbarer Be- 
wegung entsteht, so wird nach Maxwell's Theorie Energie 
des Mediums in sichtbare Energie umgesetzt. Nach unserem 
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Bilde dagegen nimmt das Selbstpotential aller vorhandenen 
Elektricitäten, die, weil wir b = 1 haben, nur wahre sein 
können, genau um ebensoviel ab, als die sichtbare lebendige 
Kraft zunimmt. 

Ertheilen wir aber im realen Standardkörper, wo D=l ist, 
dem b einen anderen Werth, so ist der Unterschied zwischen 
wahrer und freier Elektricität zu machen. Das Selbstpotentiale 
aller vorhandenen Elektricitäten ist nichts anderes, als das der 
freien Elektricitäten auf einander, da die freie Elektricität der 
Inbegriff der wahren und der durch dielektrische Polarisation 
entstandenen ist. 

Zu den Ursachen, warum wir uns für die dualistische An- 
schauung entschieden haben, gehört der Umstand, dass dies 
nach derselben unmittelbar klar ist, da ja dann die unver- 
schobene neutrale Elektricität schon dadurch ausgeschlossen 
ist, dass davon in jedem Punkte gleich viel positive und nega- 
tive vorhanden ist, während man nach der unitarischen An- 
schauung die Wirkung der ponderablen Materie zu Hilfe 
nehmen müsste. Das Selbstpotentiale der freien Elektricität 
aber ist unter Beibehaltung desselben Maasssystemes (vergl. 
Gleichung 49): 

dies ist, da q> und «„, nicht von der Wahl des b abhängen, 
gleich der b-fachen elektrostatischen Energie fTdr, Wird 
von dieser eine gewisse Menge K in sichtbare lebendige Kraft 
verwandelt, so nimmt das Selbstpotential aller Elektricität 
bloss um JT.b ab. Die noch fehlende Arbeit (1 — b) K wird 
durch die Kräfte molekularer Natur geleistet, welche sich der 
dielektrischen Polarisation im Isolator entgegenstellen, da sich 
/^^te^ + ^^ + ä^ bei positivem K vermindert. In der That 
ist die Arbeit dieser Molekularkräfte nach Formel 47, wenn 
man vom vollkommen unelektrischen Zustande ausgeht, 
gleich 

Diese noch fehlende Energie war also, wie nach der Max- 
well' sehen Theorie, schon vordem als Energie im Isolator vor- 
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banden. Ist b sehr klein gegen die Einheit, so nähert man 
sich dem Falle, dass alle sichtbar auftretende Energie dem 
Isolator entnommen wird. 

Eine weitere Bemerkung ist die folgende. Wenn b ver- 
schwindend klein ist, so verschwindet die freie Elektricitat, 
deren Dichte 



4n\dx dy dxj 



ist, und die wahre ist nahe gleich der durch dielektrische Po- 
larisation erzeugten. Wenn wir mit Eücksicht hierauf die 
Gleichung 16 in der Form schreiben: 

__ dr ^ V dJPP) d{DQ) d{D R) ! 
47tdt L da; dy dx j 

L dx dy dx J* 

80 liefert also ihre linke Seite nach Formel 45 die Vermeh- 
rung der Elektricität im Volumelemente dr durch Aenderung 
der dielektrischen Polarisation, die rechte die durch Leitung 
aus diesem Volumelemente weggefahrte Elektricität. Ihre 
Summe ist gleich Null. 

Es wird also aus jedem Volumelemente genau soviel 
Elektricität durch Leitung weggeführt, als durch dielektrische 
Polarisation daselbst hingeschoben wird. 

Die wahre Elektricität kommt also nur dadurch zu Stande, 
dass an gewisse Stellen durch Leitung neutrale Elektricität 
erster Gattung, welche wir Strömungselektricität nannten, hin- 
geführt wird. Daselbst muss dann durch dielektrische Ver- 
schiebung ein gleiches Quantum von neutraler Elektricität 
zweiter Gattung (Verschiebungselektricität) entfernt werden. 
Selbstverständlich muss dafür an anderen Stellen ein gleiches 
Quantum neutraler Strömungselektricität durch Leitung weg- 
geführt werden, und an seine Stelle ein wieder gleiches Quantum 
neutraler Verschiebungselektricität durch dielektrische Polari- 
sation treten. 

Wenn wir also b klein annehmen, so verhalten sich die 
Strömungs- und Verschiebungselektricität wie zwei incompres- 
sible, sich gegenseitig verdrängende Flüssigkeiten, was besonders 
Poincar^ ausführlich bespricht. Doch würde man Maxwell 
natürlich missverstehen, wenn man ihm den Glauben an der 
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Eealität dieser beiden Flüssigkeiten imputirte; derselbe steht 
ihm ebenso ferne, wie der Glaube, dass die Kraftlinien reale 
Zwirnfäden seien. In seiner ersten Theorie verwendet Max- 
well auch ein ganz anderes Bild, das Gordon später weiter 
entwickelte. Letzterer stellte die wahre Elektricität durch das 
Zusammenrücken von Kugeln dar, die sich auf einer unaus- 
dehnsamen Schnur verschieben. 

Es darf übrigens nicht verschwiegen werden, dass man 
im Bilde b nicht exakt gleich Null setzen darf, weil man sonst 
gar keine freie Elektricität bekäme. 

Wir werden später sehen, dass gerade in diesem Falle, 
wo b klein gegen 1 ist, das Bild auch für die Hertz 'sehen 
Schwingungen noch mit den Consequenzen der Gleichungen, 
welche wir in äer ersten Vorlesung entvrickelten, übereinstimmt, 
was für andere Werthe von b nicht der Fall ist. Eine genaue 
quantitative Messung dieser Erscheinungen würde also für den- 
jenigen, der sich nicht von vornherein auf den Standpunkt 
der Max weir sehen Theorie stellt, ein Mittel geben, den Werth 
von b zu messen, resp. experimentell zu beweisen, dass er 
sehr klein angenommen werden muss, um auch die Erschei- 
nungen der Elektrodynamik richtig wiederzugeben. Ein ge- 
wisser Beweis hierfür liegt übrigens schon in der Uebereinstim- 
mung der elektrostatisch und der aus elektrischen Wellen 
gemessenen Dielektricitätsconstante. (Vgl. hierüber § 28.) 

Wir betrachteten bisher nur immer die Erscheinungen in 
einem einzigen bestimmten Dielektricum. Sind mehrere Dielek- 
trica mit verschiedenen Dielektricitätsconstanten gleichzeitig 
vorhanden, oder variirt B von Punkt zu Punkt, so kommen 
zu den im Vorhergehenden beobachteten Kräften auch noch 
die bisher wenig studirten Kräfte hinzu, welche ich einmal 
dielektrische Femwirkungskräfte genannt habe. Sie äussern 
sich, wie Maxwell (allerdings von den entsprechenden magne- 
tischen Kräften) gezeigt hat, dadurch, dass die Körper von 
grösserer Dielektricitätsconstante nach Stellen grösserer Feld- 
stärken getrieben werden. In unserem Bilde sind es die 
Kräfte, welche von der freien Elektricität auf die durch dielek- 
trische Polarisation auftretende ausgeübt werden. 

Wir nahmen bisher mit Herrn v. Helmholtz an, dass 
die Kraft, welche auf einen Körper wirkt, gleich ist derjenigen, 
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welche auf die im Körper selbst vorhandene wahre Mektricitat 
ausgeübt wird, unbeeinflusst durch die dielektrische Polari- 
sation des umgebenden Mediums, was dieser mit folgenden 
Worten motivirt^): 

„Für die Verschiebungen von E im Baume 5, soweit c 
constant ist, bildet diese neutralisirende Elektricität kein IQn- 
demiss, weil sie überall mitfolgen kann. Die Anziehungskräfte 
also, welche von anderweitig vorhandenen elektrischen Massen 
auf E ausgeübt werden, müssen ebenso gross sein, als wenn 
die E theilweise neutralisirende Elektricität gar nicht vor- 
handen wäre.'' 

Es könnte jedoch die Wirkung auf jene neutralisirende 
Elektricität im umgebenden Medium Druckkräfte erzeugen, 
welche nach dem archimedischen Principe indirekt bewegend 
auf den Körper wirkten, wie ja in der That ein dielektrisch 
polarisirter Körper in einer ebenso polarisirten Flüssigkeit 
einen Auftrieb erfährt. Aus dem Princip der Erhaltung der 
lebendigen Elraft folgt freilich, dass dieselben auf das bisher 
Vorgetragene ohne Einfluss sind; dagegen kommen sie bei der 
dielektrischen Femwirkung sicher in Frage. Ein vollkommen 
klarer Einblick in diese Erscheinungen kann erst bei Be- 
trachtung der Erscheinungen der sogenannten Elektrostriktion 
gewonnen werden, die wir für eine viel spätere Zeit aufsparen. 
Da aber auch die Druckkräfte der Elektrostriktion bisher nicht 
direkt aus den mechanischen Eigenschaften der Medien, son- 
dern nur aus dem Principe der Erhaltung der lebendigen 
Kraft abgeleitet werden konnten, so ist dieses Princip auch 
hier die eigentliche Quelle aller unserer Schlussfolgerungen. 

Wäre der Körper, in dem sich die beiden Elektricitätsmengen 
befinden, ein fester, so könnten bewegende Ej*äfte nur beob- 
achtet werden, wenn man um diejenige Elektricitätsmenge, auf 
welche gewirkt wird, ein kleines Loch in den Körper macht; 
sobald dann dieses Loch mit einer tropfbaren oder gasförmigen 
Flüssigkeit gefällt wird, ist deren Dielektricitätsconstante nur 
dann ohne Einfluss, wenn das Loch die Gestalt eines Cylinders 
hat, dessen Ausdehnung in der Richtung der Kraft gross gegen- 
über seinen Querdimensionen ist. (Bezüglich des Beweises vergl. 



^) V. Helmholtz, Gesamm. Abh. Bd. I, S. 614. 
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§ 19.) Dann ist also die Kraft dieselbe, wie in dem Falle, 
wo der umgebende Körper flüssig ist und wo kein weiteres Loch 
erforderlich ist, als das in Folge der Verdrängung der Flüssig- 
keit durch den eingetauchten Körper entstehende. Letzteres 
ergiebt sich, indem man das Loch zuerst mit einer Flüssigkeit 
anfüllt j welche dieselbe Dielektricitätsconstante wie der feste 
Körper hat und dann diesen auch verflüssigt, wodurch seine 
elektrischen und magnetischen Wirkungen nicht geändert werden. 



Slelt»ente Vorlesung. 



§ 14. Betrachtung mit der Zeit unveränderlicher 
äusserer elektromotorischer Kräfte. 

Wir betrachteten bisher den Fall, dass zur Zeit, welche 
wir ins Auge fassen, die äusseren elektromotorischen Kräfte 
zu wirken aufgehört haben, und daher X = Y= Z =^0 ist. 
Wir sahen dann, dass der gesammte übrig bleibende Zu- 
stand sich einer Grenze nähern muss, flir welche in Leitern 
P = Q == Ä = ist. Diesen bisher betrachteten Grenzzuständ 
nannten wir den des elektrostatischen Gleichgewichtes. 

Nun gehen wir zu dem Falle über, dass zwar zur be- 
trachteten Zeit die äusseren elektromotorischen Kräfte nicht 
verschwinden, wohl aber schon lange von der Zeit unabhängige 
Werthe hatten, dass also X, 7, Z nur Funktionen der Coordi- 
naten, nicht der Zeit sind. 

Li Isolatoren sind die äusseren elektromotorischen Kräfte 
diejenigen, welche an deren Oberfläche die Reibungselektricität 
hervorrufen; auch die Kräfte, welche Pyro- und Piezoelek- 
tricität erzeugen, gehören vermuthlich hierher. Da die Vor- 
gänge, während deren diese Elektricitätsarten erregt werden, 
vollkommen dunkel sind, so wollen wir uns hier mit ihnen gar 
nicht befassen, sondern lediglich die Wirksamkeit der äusseren 
elektromotorischen Kräfte in den Leitern betrachten. La den 
Isolatoren soll daher nach wie vor X = Y= Z ^ sein. 

Wir denken uns einen beliebigen Anfangszustand gegeben, 
wobei jedoch die Licht- oder Hertz'schen Wellen, die sich mit 

Boltzmann, Vorlesungen, II. 5 
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einer Fortpflanzungsgeschwindigkeit von derselben Grössen- 
Ordnung wie das Licht ausbreiten, schon abgelaufen sein sollen. 
An Stelle der Gleichungen D treten dann die Gleichungen 33. 
Wir betrachten nun beliebige für ^ = geltende Anfangs- 
bedingungen, die wir kurz die Anfangsbedingungen A nennen 
wollen. Wenn dieselben erfüllt sind, soll nach Verlauf der 
Zeit t sein: 

f^T{f\ q = q {t\ cc = a{f) etc. 

Zu Anfang der Zeit war also: 

P = P(o), Q==Q (ö), a = a (ö) etc. 

Letztere Gleichungen stellen also die Anfangsbedingungen Ä 
dar. Natürlich sind auch alle Grössen Funktionen der Goordi- 
naten, was wir aber nicht besonders zum Ausdruck bringen 
wollen. Bezeichnen wir mit ^ irgend eine positive Grösse, so 
ist für t = tji 

P = P{t^\ Q = Q (^i), c^ = a {^) etc. 

Wir könnten die letzteren Gleichungen auch als Anfangs- 
bedingungen auffassen (die Anfangsbedingungen B). Dann 
wäre nach Verlauf der Zeit t: 

P=P{t+t^)y « = «(^ + g, a = a(^+g etc. 
Da alle unsere Differentialgleichungen linear sind, so müssen 
die Differenzen: 

P{t +t^)- P{t), Q{t+ g - (2 W, Ii{t + g - Ä(0 etc. 
den Differentialgleichungen genügen, wenn darin X= Y=Z = 
gesetzt wird. Sie stellen also die Lösungen dieser Differential- 
gleichungen für diesen Fall dar, wenn zudem die Anfangs- 
werthe gleich der Differenz der von den Bedingungen B und 
Ä geforderten Werthe sind. Für diesen Fall wurde aber be- 
reits bewiesen, dass nach Verlauf einer sehr langen Zeit in 
allen Leitern P = Q = jB = sein muss. Es muss also jetzt 
in den Leitern für grosse Werthe von t die Gleichimg bestehen: 

P{t + <,) ~ P{t) = 0. 

Aehnliches gilt natürlich von Q und Ä. Da diese Gleichung, 
sobald nur t gross ist für jeden Werth von ^, gelten muss, 
so folgt, dass in Leitern P und natürlich ebenso Q und B 
nach Verlauf einer langen Zeit von der Zeit unabhängig, also 
constant werden müssen. Wir nennen den hierdurch bedingten 
Zustand den der stationären Strömung. 
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Der einzige Unterschied zwischen den elektrostatischen 
Erscheinungen und denen der stationären Strömung besteht 
also darin, dass im ersteren Falle in den Leitern P=Q=Ä=0 
ist, im letzteren dagegen diese Grössen bloss von der Zeit un- 
abhängig zu sein brauchen, Gremäss den G-leichungen 33 
müssen daher auch die Ableitungen von (p nach den Coordi- 
naten von der Zeit unabhängig sein. Fiir die Isolatoren folgt 
nach wie vor aus der Gleichung 16, dass c«, von der Zeit un- 
abhängig ist. Aus der Gleichung 15 folgt, da i>, P, Q, R 
nicht Funktionen der Zeit sind, auch für Leiter, dass b^, von 
der Zeit unabhängig sein muss, und da wir Oberflächen- 
elemente nur als Volumelemente, sei es von Leitern oder 
Nichtleitern, betrachten, folgt dies auch für E^. 

Will man die Gleichung 15, weil I) für Leiter zweifelhaft 
ist, nicht verwenden, so folgt für Leiter und an der Grenze 
eines Leiters und Nichtleiters aus 16 und 41 jedenfalls, dass 

d B d E 

" und 



dt dt 

von der Zeit unabhängig sind. Sollen daher €„, und E^ 
sich nicht ins Unendliche im gleichen Sinne ändern, was 
schliesslich zu unendlicher tonischer Bewegung, also zu unend- 
licher Energieerzeugung führen würde, so folgt wieder 

dt dt ' 

also: 

g^. dLjP + X) dL(Q+ Y) dL(R + Z) ^ ^ 

^ dx dy dx ' 

Dieselbe Gleichung hätte man direkt durch Differentiation der 
ersten der Gleichungen 34 nach x, der zweiten nach y und 
der dritten nach z und nachherige Addition der so erhaltenen 
Gleichungen gewinnen können. 
Führt man (p ein, so folgt: 

dL{i^-x) dLii^-r] dLÜ^-z] 

58) -^ L + -^^ L + —^ L = 0, 

' dx dy dx ' 

und für die Trennungsfläche zweier Leiter: 

5* 



68 Siebente Vorlesang. 

HO wieder S die Componente des Vektors (X, ¥, Z) in der 
Kichtung der Normalen n ist. Wenn in der Trennnngsfläche 
selbst keine elektromotorische Kraft thätig ist, so reducirt sich 
dies auf: 

60) iJ^^L^. 
' * an " an 

Scheidet die Trennongsfläche einen Isolator von einem Leiter, 
so erhalten wir für den Isolator L ^ S = 0^ und daher für 
den Leiter unter Weglassung des Index: 

61) ^-.5=0, 

' an 

oder wenn auch S Terschwindet: 

62) 4^ = 0. 
^ dn 

Im Innern von Nichtleitern ist (p durch dieselbe Gleichung: 



"("k) . "(^ii) . -(^sii 






15a) 6^ = — — , , 

' 471 L dx dy dx 

die wir schon in der Elektrostatik hatten, und an der Grenze 
zweier Nichtleiter durch die Gleichung: 

40) ^« = f„Kl^-Ate) 

bestimmt, wo b^ und E„ die unveränderlich gegebenen Mengen 
wahrer Elektricität, oder wo solche fehlt, gleich Null sind. 
An der Grenze eines Leiters und Nichtleiters ist 

4n ^ dn 

fE^do ist die gesammte Elektricität auf dem Leiter. Die 
Normale geht vom Leiter gegen den Isolator. 

Endlich kann y selbst an der Trennungsfläche keinen 
Sprung machen, da ja sonst seine Ableitungen nach den Coordi- 
naten, also die tonischen Bewegungen, unendlich würden. Nur 
wenn an der Trennungsfläche die äusseren elektromotorischen 
Kräfte X, 7, Z selbst unendlich würden, könnte dies der Fall 
sein. Es wird dieser Fall in der Theorie häufig angenommen, 
nämlich jedesmal, wenn man an der Berührungsstelle zweier 
Körper eine sogenannte constante Potentialdiflferenz voraus- 
setzt. Wir betrachten eine solche aber immer als Grenze des 
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Falles, dass in einer sehr dünnen Schicht sehr grosse elektro- 
motorische Kräfte existiren, wovon sogleich auf der nächsten 
Seite die Bede sein soll, und setzen daher vorläufig überall 
Gontinuität von (p voraus. Darüber, dass durch die Gleichung 
58 und die darauf folgenden Gleichungen und Gontinuitäts- 
l)edingungen tp eindeutig bestimmt ist, vergleiche Riemann'3 
Vorlesungen über Schwere, Elektr. und Magn. (bearb. von 
Hattendorf, S. 57 und 58), welcher genau diesdben Glei- 
chungen gewinnt, nur dass er das, was wir als blosses Bild be- 
trachteten, zur materiellen Grundlage ihrer Ableitung benutzt. 

§ 15. Specialisirung des im vorigen Paragraph 

betrachteten Falles. 

Wir betrachten einen speciellen Fall; es sei erstens ein 
beliebiges zusammenhängendes System @ von Leitern gegeben, 
in denen beliebige äussere elektromotorische Kräfte wirken, 
die aber nicht mit der Zeit veränderlich sind. Ein zweites 
beliebiges System verbundener Leiter @^, in dem aber keine 
äusseren elektromotorischen Kräfte thätig sind, werde in ge- 
wissen Punkten mit dem Systeme ® in Berührung gebracht. 
Für das zweite System muss nach Gleichung 58 und 62 im 
Innern überall 

dx dy dx 

und für dessen Oberfläche 

dn 

sein. 

Wenn zufällig an allen Berührungspunkten im Systeme @ 
schon vor der Berührung qp denselben Werth c hatte, so ge- 
nügt man diesen Gleichungen, indem man im System @^ überall 
setzt (p = Cy und es ist dies nach dem citirten Satze Rie- 
mann's auch die einzig mögliche Losung, abgesehen von einer 
zu (f hinzutretenden in beiden Körpern gleichen Constanten. 

Ein specieller Fall ist der, dass nur ein Berührungspunkt 
existirt; die Lösung für das System ©^ ist dann immer y = c, 
gleich dem Werthe des q> im Berührungspunkte. 
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Ganz anders würde sich die Sache gestalten, wenn ©^ 
das System @ in mehreren Punkten berührte, in denen ver- 
schiedene Werthe von (p herrschten. Dann müssten elektrische 
Ströme im Systeme iS^ entstehen. 

Betrachten vribr ein anderes Beispiel: unter @ verstehen 
wir ein System von derselben Beschaffenheit wie früher; zwei 
Punkte Ä und B desselben sollen mit je einem anderen Leiter- 
system @^, resp. ®B iii Verbindung stehen, welche letztere beide 
ohne äussere elektromotorische Kräfte sind. Ist das System @^ 
im üebrigen vollkommen isolirt, ebenso ®bj ui^d stehen auch 
@^ und @jj nicht miteinander in leitender Verbindung, so er- 
füllt man die Bedingungsgleichungen für das vereinte System 
@@^©B, indem man der Funktion qp im ganzen Innern von 
®A den Werth qp^, ebenso im ganzen Innern von ®b den con- 
stanten Werth (fs beilegt, wobei cpA und tpß die Werthe von 
tp sind, die vor der Berührung in J, resp. B herrschten. Zu 
qp selbst kann natürlich eine additive Constante, welche für alle 
drei Systeme denselben Werth hat, hinzutreten. Die Differenz 
^B — ^>A ist aber durch die Beschaffenheit des Systems ©, 
der daselbst herrschenden äusseren elektromotorischen Kräfte, 
und die Lage der Berührungspunkte A und B vollkommen 
bestimmt, und von der Gestalt und Beschaffenheit der ©^ und 
©j9 unabhängig. 

Es ist dies der bekannte Fall, dass zwei Leiter mit den 
Polen einer galvanischen Batterie verbunden werden; sie er- 
halten dadurch eine gegebene Potentialdifferenz. Es braucht 
kaum erwähnt zu werden, dass dasselbe auch gilt, wenn die 

Berührung zwischen © und ©^ in vielen Punkten A^, A^ 

stattfindet, wenn nur in allen diesen Punkten auf © schon 
vor der Berührung gleiches Potential herrschte. Dasselbe gilt 
auch für ©5. Falls eine durch directe Berührung zweier Leiter 
erzeugte constante Potentialdifferenz überhaupt angenommen 
wird, wollen wir uns dieselbe immer so denken, als ob zwischen 
denselben eine, wenn auch nur sehr dünne leitende Schicht 
von der Beschaffenheit des soeben mit © bezeichneten Leiters 
vorhanden wäre. Wäre eine solche Schicht zwischen den 
früher mit © und ©^ bezeichneten Leitern enthalten, so wäre 
sie einfach zu © hinzuzurechnen. Wir können daher diesen 
Fall immer auf den früher discutirten zurückführen. 
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Wir haben hiermit erst die Gleichungen für dasjenige 
Problem gefunden, welches man als das allgemeinste Problem 
der Elektrostatik zu bezeichnen pflegt. Dieses bezieht sich 
auf den folgenden Fall (I): 

Es sind beliebige Systeme von Leitern gegeben, die in 
beliebige Isolatoren beliebig eingebettet sind. In den Isola- 
toren können gegebene wahre Elektricitäten vorhanden sein. 
Gewisse Leiter können mit solchen verbunden sein, in denen 
mit der Zeit unveränderliche äussere elektromotorische Kräfte 
herrschen, und die wir wieder @ nennen wollen. Doch 
sollen dadurch nie zwei Punkte eines Leiters ®, in denen ver- 
schiedene Werthe von (p herrschten, zum zweiten Mal leitend 
verbunden werden. Es ist dabei sogar der Fall nicht ausge- 
schlossen, dass im Innern eines Leiters @ elektrische Ströme 
vorhanden sind, was immer eintritt, wenn darin X, J, Z nicht 
die partiellen Differentialquotienten einer eindeutigen Funktion 
der Coordinaten sind. 

In der landläufigen Elektrostatik wird der Leiter @ als- 
dann von der Betrachtung durch die Annahme ausgeschlossen, 
dass er so klein oder so entfernt ist, dass, abgesehen von der 
durch ihn erzeugten constanten Potentialdifferenz, die Zustände 
in seinem Innern und an seiner Oberfläche von keinem Ein- 
flüsse sind. 

Diese Potentialdifferenz (pß — (p^ heisst die elektromo- 
torische Kraft jenes Leiters @ zwischen den Punkten Ä und B. 
Für jedes System in Berührung stehender Leiter muss natür- 
lich noch die Gesammtmenge der wahren Elektricität gegeben 
sein, welche sich von Anfang an darauf befand, und welche 
mit der freien Elektricität zusammenfällt, sobald nur ein Di- 
elektricum vorhanden ist, in welchem D = i = l gesetzt 
wird. 

Der Fall (I) umfasst auch den speciellen Fall, dass ge- 
wisse Leiter durch dünne leitende Fäden ohne äussere elektro- 
motorische Kräfte mit einem ursprünglich unelektrischen Leiter 
verbunden sind, der entweder sehr gross und sehr entfernt ist, 
oder alle im Problem in Frage kommenden Körper umhüllt. 
In allen diesen Leitern muss dann <p denselben Werth wie in 
dem grossen haben, welcher gleich Null angenommen werden 
kann. Enthält der dünne leitende Faden äussere elektro- 
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motorische Kräfte, so unterscheidet sich qp durch einen con- 
stauten Werth von dem Werthe des tp im grossen Leiter. 

Sind die Bedingungen des Falles (I) nicht realisirt, so 
haben wir stationäre Strömung. Doch wurde der allgemeinste 
Fall, dass in einem beliebig gestalteten Leiter beliebige 
äussere elektromotorische Kräfte wirken, kaum untersucht. 
Man beschränkt sich auf gewisse Specialfälle, die in der 
Praxis meist angenähert realisirt sind. 

Hierher gehört zunächst der Fall, dass zwei Punkte von 
verschiedenem elektrostatischen Potentiale A und B eines 
Leiters ig, in welchem äussere elektromotorische Kräfte thätig 
sind, noch durch einen anderen Leiter ©' leitend verbunden 
sind, in dem solche fehlen. Das elektrostatische Potential im 
Punkte A können wir für beide Leiter immer gleich Null setzen. 
So lange sie sich nicht berühren, soll das elektrostatische Po- 
tential im ersten Leiter den Werth Xj ^ Punkte B desselben 
den Werth Xb = o, haben, was wir die elektromotorische Kratt 
desselben zwischen A und B nennen können. 

Femer sei ^p' diejenige Function, welche durch die Be- 
dingungen bestimmt ist, dass im ganzen Innern des Leiters @' 
die Gleichung A i// = 0, oder wenn L veränderlich ist, 

dx I V dy ) V dx ) ^ Q 

dx dy dx ' 

und an seiner ganzen Oberfläche, mit Ausnahme zweier unend- 
lich kleiner, die Punkte A und B umgebender Gebiete die 
Gleichung 

dn """' 

erfüllt ist; endlich, dass 'i//^ (der Werth des t^' im Punkte Ä) 
gleich Null, dagegen ^'5 gleich Eins ist. 1/; sei eine Function, 
welche dieselben Bedingungen für den Leiter @ erfüllt. So- 
bald sich die Leiter berühren, genügt man dann allen Be- 
dingungen, wenn man im Leiter @ setzt: y =/ — ^i/', im 
Leiter ©' aber qp == ^' xff^ wobei & und ß'' noch zu bestim- 
mende Constanten sind. Die Gesammtmenge der neutralen 
Elektricität, sowohl der positiven, welche in der einen, als 
auch der negativen, welche in der anderen Sichtung in der 
Zeiteinheit durch irgend einen Querschnitt des Leiters @ oder 



d\L 
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©' fliesst, ist für jeden Querschnitt dieselbe, da ja unseren 
Gleichungen gemäss die neutrale Elektricität wie eine incom- 
pressible Flüssigkeit strömt. Wenn wir den der Richtung der 
Normalen n entgegengesetzten Strom als positiv zählen, so hat 
diese Gesammtmenge nach Formel 20 den Werth: 



i^^'Cz^do, 



dn 



über alle Flächenelemente irgend eines Querschnittes des Lei- 
ters @' erstreckt. Unter Querschnitt ist natürlich eine Fläche 
zu verstehen, welche den von beiden Leitern gebildeten zwei- 
fach zusammenhängenden Baum in einen einfach zusammen- 
hängenden verwandelt. Das Integrale ist eine nur von der 
Beschaffenheit des Leiters @' und der Lage der Punkte Ä und 
B auf demselben abhängige Grösse. Es hängt nicht von der 
Beschaffenheit des mit den Punkten Ä und B verbundenen 
Leiters @ und den daselbst thätigen äusseren elektromoto- 
rischen Kräften ab. Sein Werth soll der reciproke Widerstand 
des Leiters @' zwischen den Punkten Ä und B heissen, und 
mit Ifto bezeichnet werden. 

Ebenso findet man für einen Querschnitt des Leiters @: 

'■--/4ij-*)'"'+*/^§?''». 

wobei 8 die Componente des Vektors X, T, Z in der Richtung n 
senkrecht zm do ist. Die positive Normalenrichtung geht in 
beiden Leitern von der Seite, wo Punkt Ä liegt, gegen die, 
wo Punkt B liegt. Im Leiter @ muss daher die positive 
Stromrichtung mit der positiven Normalenrichtung überein- 
stimmen. Da vor der Berührung der beiden Leiter kein Strom 
war, und in © das Potential x herrschte, so muss: 



J \dn 



8\do 



für jeden Querschnitt verschwinden. Da femer für den Punkt B 
die Funktionen 'i// und t/;' den Werth Eins, dagegen x den 
Werth a hat, so ist fär diesen Punkt, der sowohl dem Leiter @ 
als auch ©'angehört, qp = t9-'= a — t?-. Eine etwaige Potential- 
differenz in Folge des Contakts der sich in B berührenden 
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Metalle wäre noch zu den in @ wirkenden äusseren elektro- 
motorischen Kräften zu rechnen. Setzen wir daher noch: 



63) 




I 


J dn 


do 


1 






so erhalten 


wir: 
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1 = 
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w 
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w 


a — 





das bekannte Ohm 'sehe Gesetz. Die gegenwärtige Ableitung 
dieser Formel erscheint vielleicht übermässig complicirt. Ihr 
Nutzen tritt aber sofort hervor, wenn es sich um die Wirkung 
elektromotorischer Kräfte in nicht linearen Leitern, z. B. den 
beim Hall -Phänomen gebräuchlichen Platten handelt. 

Natürlich erhalten wir auch die sogenannten KirchhofF- 
schen Formeln für die Strom Verzweigung, und es tritt recht 
deutlich hervor, dass deren Griltigkeit nicht auf lineare Strom- 
leiter beschränkt, sondern bloss an die Bedingung geknüpft 
ist, dass die Berührung an einzelnen Punkten stattfindet. 
Da, was schon oft betont wurde, gemäss unseren Grlei- 
chungen sich die neutrale Elekricität, wie eine incompressible 
Flüssigkeit bewegt, so versteht es sich von selbst, dass in 
jedem Punkte, wo sich mehr als zwei Leiter berühren, die 
Summe aller eintretenden gleich der Summe aller austretenden 
Elektricität sein muss. 

Betrachten wir femer einen beliebigen aus allen Leitern 

hervorgehobenen geschlossenen Kreis vonLeitern ©j, @a ®nr 

von denen je zwei sich in einem Punkte berühren. Die Be- 
rührungspunkte seien der Reihe nach: A^^, A^^ ^; 

1/;^ sei eine Funktion, welche für den Leiter ©^ eine analoge 
Differentialgleichung und analoge Oberflächenbedingungen be- 
friedigt, wie früher i/; und i/;', also im Punkte -4»-.!,^ den 
Werth Null, im Punkte ^k, k + i den Werth 1 hat, und es sei: 

/dV'k 
L~ — do, 
an 

Femer sei t?*»-!. * der Werth des (p im Punkte ^*-.i, k; dann 
genügt die Funktion 

der Differentialgleichung und den Oberflächenbedingungen flir 
das Potential und hat in den Punkten ^k-i, ä nnd -^jk, ä + i auch 
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die richtigen Werthe, falls in dem Leiter ©^ keine elektro- 
motorische Kraft thätig ist. Ist dagegen eine solche thätig, 
so sei Xk der Werth der Potentialfunktion an irgend einer 
Stelle, wenn derselbe im Punkte A-i,fc gleich Null ist und 
alle übrigen Punkte der Oberfläche des Leiters isolirt sind. 
Im Punkte A, k + i habe xu den Werth a». In unserem Falle 
dagegen sollen die Werthe des Potentials in den Punkten 
Jjc^i,jc und ^k, fc + i gleich &jc-i,ic und &ic,k-{-i sein. Daher 
müssen wir dem Potentiale den Werth ertheilen: 

(fjc = O-jc^i.k + (i?**, fc + 1 — ^k-i. k — aic)rpjt + Xk- 
Da 

für jeden Querschnitt des Leiters wieder verschwindet, so ist 

/dtpj^ 1 

Die Summe aller dieser Gleichungen liefert: 2 ijcWic =^ 2 a^. 

Wenn in einem Leiter die Leitungsfähigkeit L sehr klein 
gegenüber der sämmtlicher angrenzenden Leiter ist, sa ist 
nach der Bedingungsgleichung 60 dtpldn in allen umgebenden 
Leitern unmittelbar an seiner Oberfläche gleich Null. Der 
Leiter verhält sich also, wie zu erwarten stand, fast wie ein 
Nichtleiter. Wenn man daher auch die Existenz absoluter 
Nichtleiter nicht zugiebt, so sieht man doch, dass ein System 
sehr guter Leiter, wenn es von lauter sehr schlechten um- 
geben ist, sich während langer Zeit fast so verhält, als ob 
es vollständig isolirt wäre. 

Wenn in einem einzelnen von äusseren elektromotorischen 
Kräften freien Leiter die Leitungsßihigkeit Z sehr gross gegen- 
über der der Umgebung ist, so ist an seiner Oberfläche 
d(p I dn =^ Oy in seinem Innern J(p=^0, daher (p überhaupt 
constant. 
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Achte Yorlesung, 



§ 16. Beispiele für die Analogie der Elektrostatik und 
der Theorie der stationären Strömung. 

In der Theorie der stationären Strömnug durch Flächen 
und Körper pflegt man gewöhnlich anzunehmen, dass in diesen 
selbst keine elektromotorischen Kräfte thätig sind, dass sie 
aber an zwei Stellen (den Elektroden) mit je einem Körper 
von sehr grosser Leitungsfähigkeit verbunden sind. In jeder 
Elektrode hat (p einen gegebenen Werth. Es ergeben sich hier 
zwei Probleme, deren Lösungen stets vollkommen analog sind. 

Das erste lautet folgendermaassen: Der gesammte Baum 
sei von einer beliebigen Zahl von Dielektricis erfällt, in deren 
Innern sich nirgends wahre Elektricität befindet. In den- 
selben soUen sich zwei nicht in Berührung stehende, von 
äusseren elektromotorischen Kräften freie Leiter, die Conden- 
satorbelegungen, befinden, in denen (p je einen gegebenen 
Werth hat. Im Innern jedes Dielektricums erhält man nach 
Gleichung 15 a: 

"i"^) 'i"^) '{'t-) 



+ '..."" + '.. ' =0, 



dx dy dx 

für jede Trennungsfläche zweier verschiedener Dielektrica nach 
Gleichung 40: 

^ dn ^ dn 

Die gesammte wahre Elektricität auf einer der Condensator- 
belegungen ist: 

64) W^^E^do^-^JB^do, 

wobei der Werth von d(pjdn im Isolator unmittelbar am 
Oberflächenelemente do zu nehmen ist, und die Normale vom 
Leiter gegen den Isolator hin zu ziehen ist. 

Denken wir uns statt der Dielektrica ein System von 
Leitern verschiedener Leitungsfähigkeit i, statt der Conden- 
satorbelegungen Leiter von sehr grosser Leitungsfahigkeit 
(Elektroden), so erhalten wir genau dieselben Gleichungen, nur 
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dass überall 4nZ ^r D zu schreiben ist. Der Grösse /r 
analog ist die Grösse: 

/= _ fz^do, 

J dn ' 

welche die Menge neutraler Elektricität darstellt^ die in der 
Zeiteinheit aus der betreffenden Elektrode in das Leitersystem 
eintritt, also die Intensität des gesammten durch die betreffende 
Elektrode eintretenden galvanischen Stromes ; die Normale geht 
wieder von der Elektrode in das System der anderen Leiter. 

Falls die Werthe von J für beide Elektroden gleich, aber 
entgegengesetzt bezeichnet sind, so fliesst keine Elektricität ins 
Unendliche ab, sonst aber zerstreut sich deren algebraische 
Summe ins Unendliche. Wenn die eine Elektrode die andere 
ganz umhüllt, kann natürlich nur der erstere Fall eintreten, 
daher muss in diesem Falle auch die algebraische Summe 
der auf beiden Condensatorbelegungen vorhandenen Elektricität 
gleich NuU sein, was auch aus J(p =^ und dem Green' sehen 
Satze folgt Tritt dieser Fall bei einem Condensator ein, so 
nennt man den Quotienten JFjb die Capacität des Conden- 
sators, wobei b die Differenz der Potentiale an beiden Con- 
densatorbelegungen ist. Der Fall, dass nach der Capacität 
eines einzelnen Leiters gefragt wird, kann immer darauf zurück- 
geführt werden, dass die andere Belegung eine unendlich ent- 
fernte ihn umschliessende leitende Eugelfläche ist, mit der 
auch etwa in der Nähe befindliche zur Erde abgeleitete Leiter 
verbunden zu denken sind. Analog heisst, wenn / für beide 
Elektroden denselben Werth hat (nur entgegengesetzt bezeich- 
net), der Quotient //* der reciproke Widerstand 1/w des 
Leitersystems. 

Folgendes begründet noch einen quantitativen Unterschied 
beider Probleme. Beim letzteren kommt es häufig vor, dass 
gewisse Stellen im Räume nichtleitend sind, ja sogar, dass 
die Leiter die Form sehr dünner Flächen oder Drähte haben, 
und der ganze übrige Baum nichtleitend ist. Für jedes 
Flächenelement, welches einen Leiter vom nichtleitenden Baume 
trennt, ist dann d(pldn im Innern des Leiters, aber un- 
mittelbar an der Oberfläche, gleich Null zu setzen. Der ana- 
loge Fall beim ersten Problem wäre der, dass sämmtHche be- 
trachtete Dielektrica sehr grosse Werte von i>, d. h. sehr 



78 Achte Vorlesung. 

grosse Dielektricitätsconstanten gegenüber der Umgebung^ 
hätten. Dies wird kaum irgendwo realisirt sein. 

Dagegen mag schon hier bemerkt werden, dass die Glei- 
chungen für die magnetische Induction genau dieselben wie 
für die dielektrische Polarisation sind, dass daher auch die 
magnetische Induction . dieselben Gesetze befolgt, wie die 
stationäre elektrische Strömung, was namentlich in der Elektro- 
technik ausgedehnte Anwendung gefunden hat. Zudem ist 
hier auch die Magnetisirungszahl des Eisens ziemlich gross 
gegenüber der der Luft, so dass man auch die Eisenmassen, 
in denen Magnetismus inducirt wird, in erster Annäherung 
wie Leiter betrachten kann, die sich in einem isolirenden 
Medium befinden. Da sich die Vorgänge vollständig identisch 
abspielen, ist es natürlich, auch bei Dielektricis von der Lei- 
tung der dielektrischen Liduction von der einen zur anderen 
Condensatorbelegung zu sprechen, und D als die dielektrische 
Leitungsfähigkeit zu bezeichnen, welche Ausdrücke in der Lehre 
von der magnetischen Induction bereits allgemein üblich sind. 

Bekanntlich denkt man sich in Dielektricis Curven, welche 
in allen Punkten die Richtung des Vektors JV^ (mit den Com- 
ponenten P,Q,E) haben. .Um zu bestimmen, wie dicht die- 
selben zu ziehen sind, lege man ein Flächenelement do senk- 
recht zu ihrer Richtung. Den Quotienten seines Flächen- 
inhaltes in die Anzahl der hindurchgehenden Curven be- 
zeichnen wir abgekürzt als die Anzahl, welche normal durch die 
Flächeneinheit hindurchgeht. Dieser Quotient sei immer gleich 
dem Produkte D-^^. Die Curven selbst nennen wir die Kraft- 
linien (besser Linien dielektrischer Polarisation). Da im Leiter 
IfP, If'Q, L'R die Stromcomponenten sind, so entspricht 
Richtung und Dichte der Kraftlinien im Dielektricum der 
Stromrichtung und -dichte im Leiter.^) Man sagt daher auch, 
im Dielektricum werden die Kraftlinien geleitet. Wo Elek- 
tricität ein- oder ausströmt, oder in Dielektricis, wo sich wahre 
Elekricität befindet, entstehen oder enden im Leiter Strom-, 
im Dielektricum Kraftlinien. 

Wir betrachten nun ganz specielle Fälle. 

^) Sollte die Uebereinstimmung eine numerische sein, so müsste die 
Anzahl, die normal durch die Flächeneinheit geht, gleich DNiJ^n sein. In 
der That setzt Maxwell f= Z>P/47r, aber beim Magnetismus a = Ma. 
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1. (p sei nur Funktion von x\ für ar = sei qp = 0, für 
-jT = a habe q) den Werth J; wegen 

da;* -^ 
wird 

QP = . 

Bandelt es sich um das Problem der dielektrischen Polari- 
sation, so sind die Ebenen o: = und x = a zwei leitende 
Condensatorplatten. Die Menge W wahrer Elektricität auf 
-der Fläche Q einer der Condensatorplatten ist: 



471 a 

'es ist also DQj^na die Capacitat C des Condensators bei 
beliebiger dielektrischer Zwischenschicht. Ist das reale Stan- 
dardmedium Zwischenschicht, so ist i> = 1 ; die Capacitat ist 
daher Qj^na. Die durch die Formel 11 gegebene Grösse -D 
kann also experimentell als der Quotient dieser beiden Ca- 
pacitäten definirt werden. 

Wäre die Dielektricitätsconstante in dem Medium zwischen 
den beiden Platten sehr viel grösser als ausserhalb, so würden 
die obigen Formeln auch gelten, wenn die Distanz der Platten 
nicht klein gegen die Dimensionen ihrer Fläche Q wäre. 

Die analogen Gleichungen beziehen sich bei dem Pro- 
bleme der Elektricitätsleitung auf den Fall, dass an Stelle 
der beiden Condensatorbelegungen zwei sehr gut leitende 
Platten von der Fläche Q treten und der Zwischenraum eben- 
falls eine leitende Substanz ist. Entsprechend der früheren 
Formel für Verhält man jetzt für die Stromstärke den Werth: 

a 

•entsprechend der Formel für die Capacitat C für den reciproken 
Widerstand den Werth: 

65) -1 = ^ = :^. 

Die specifische Leitungsfähigkeit Z kann daher definirt werden 
als die Elektricitätsmenge, welche durch den Querschnitt 1 
hindurchgeht, sobald auf die Längeneinheit die Potentialdiffe- 
renz 1 entfällt. Hier ist sie im elektrostatischen Maasse ge- 
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messen. In einem anderen Maasssysteme mnss an ihre Stelle 
A (vgl. Gl. 22h) treten, ^amit zum Ohm' sehen Gesetze kein 
constanter Faktor hinzukommt. 

Bei diesem zweiten Probleme ist die Umgebung gewöhn- 
lich so schlecht leitend, dass die Bedingungen selbst dann noch 
erfüllt sind, wenn Q klein ist, und der Leiter, um dessen 
Widerstand es sich handelt, die Form eines dünnen Drahtes hat. 

2. Die beiden Condensatorbelegungen, resp. Elektroden, 
seien zwei coaziale Cylinderflächen. Dann folgt aus J(p = 0: 

(p = alr + Aj 

wobei a und Ä Constante, r die Entfernung von der Cylinder- 
axe, / den natürlichen Logarithmus bedeutet. Die Potential- 
werthe an beiden Condensatorplatten sind: 

(Pq = alr^ + Ä und (p^ = a Ir^ + A, 

Die Elektricitätsmenge auf einer der Platten ist: 

DQa ^ D(g>i -(f>o)d 

S ist die Länge der beiden concentrischen Cylinder, der Lidex 
bezieht sich auf den inneren, der Index 1 auf den äusseren 
derselben. Die Capacität des von beiden Cylindem gebildeten 
Condensators ist daher: 

und analog wäre der reciproke Widerstand eines zwischen 
beiden Cylindem enthaltenen Leiters: 

2nLd 
irr - Iro' 

Ist das umgebende Material genügend schlecht leitend, oder 
von genügend kleiner Dielektricitätsconstante , so braucht 
wiederum S nicht sehr gross gegenüber rj — r^ zu sein. 

3. Für zwei concentrische Kugeln mit den Radien r^ und 
Tj wird: 

9 = y + ^» 

daher die Elektricitätsmenge auf einer der Kugeln JF= D a 
und die Capacität 



n -^0 
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dagegen die Stromstärke J=^ AnaL und der reciproke Wider- 
stand 

AuLr^Vi 

4. Etwas allgemeinere Formeln erhalten wir wie folgt. 
Seien r und r' die Entfernungen eines beliebigen Punktes P 
der ory-Ebene von zwei fixen Punkten Ä und Bj welche die 
^-Coordinate 0, aber die ar-Coordinate c, resp. — c haben; 
dann genügt: 



67) 



9==^^—+/' 



wenn g und g' Constanten sind, wieder der Gleichung Jy=0. 

Die Gleichung (p = const. re- 

ducirt sich dann auf r = ar\ 

Die Curven gleichen Poten- 

tiales in der ary-Ebene sind 

also Kreise. 

Bezeichnet man mit M 
den Mittelpunkt eines solchen 
Kreises (Fig. 1), mit (7 und D 
dessen Durchschnittspunkte mit der Abscissenaxe, so findet 
man leicht: 




Fig. 1. 



68) 
69) 



OC^c 



1 -a 

1 +a' 



OD = c 



1 + a 



Cj|f= 



2ae 



1 - a ' "" ^"^ ~ 1 - a» 

OC'OD = Oä^, äM'BM=^ C3P. 

Diese Ansätze liefern direkt die Strömung der Elektricität in 
einer kreisförmigen Platte, deren unendlich gut leitender Band 
die eine EHektrode ist, 
während die andere ein 
unendlich kleiner ex- 
centrischer Kreis vom 
Centrum A ist. Die 
zweite der Relationen 
69 liefert dann den 
Punkt B, Aus diesen 
Gleichungen kann aber 
auch die Strömung be- 
rechnet werden, wenn 
die zweite Elektrode ein ebenfalls endlicher Kreis ist. Liege 




Fig. 2. 



Boltzmann, Vorlesirogen, 11. 



6 
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dieser ganz innerhalb der ersten Elektrode und schneide den 
gemeinsamen Durchmesser in den Punkten C^ und D^ (Fig. 2), 
dann können immer die Punkte A, B und so gewählt werden, 
dass, bei Annahme des Werthes 67 für qp, beide Kreise Curven 
gleichen Potentiales sind. Die erste der Relationen 69, auf 
beide Kreise angewandt, liefert OC-OL ^ OC^-OL^y daher: 

^^^ DD,-GC,' 

Die Punkte Ä und B ergeben sich darm aus 0A^= OC-OI), 
Die Potentialdifferenz an beiden Elektroden ist: 

Die Stromstärke bleibt dieselbe, als ob Ä und B unendlich 
kleine Elektroden wären, sie ist also: 

/= 2it LgS, 

wobei 8 die Dicke der Platte ist. 
Der Widerstand aber ist: 



V) = 



j BCi'ÄD 



2ndL ÄCi-BD 

Die Gapacität eines Condensators, der aus zwei geraden Kreis- 

cylindem mit parallelen, aber nicht zusammenfallenden Axen 

besteht, ist daher, wenn die beiden Kreise der Fig. 2 die 

Querschnitte der beiden Cylinder sind: 

Dd 



ACrBD 

Die Formeln können auch dem Falle angepasst werden, 
dass in einer unendlichen leitenden Platte zwei aus einander 
liegende kreisförmige Elektroden vorhanden sind. Der Quer- 
schnitt würde dann durch Fig. 3 dargestellt. Angewandt auf 
ein Dielektricum würden sie dann dem Falle entsprechen, dass 
die beiden Kreiscylinder ganz aus einander liegen. BKer 
brauchen nicht die beiden Cylinder mit gleichen Elektricitäts- 
mengen geladen zu sein, während früher auf der inneren Fläche 
des äusseren Cylinders dieselbe Elektricitätsmenge wie auf der 
Oberfläche des inneren sitzen musste. 

Die Lösung eines anderen praktisch wichtigen Problems 
erhalten wir, wenn wir setzen: (p=pl{rr) +ff\ r und r haben 
dieselbe Bedeutung wie sub 4, worauf sich Fig. 1 bezieht, der 
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in der Figur gezeichnete Kreis ist wieder derjenige, flir welchen 
r = a / ist. 

Für den normal zu diesem Kreise genommenen Diffe- 
rentialquotienten des (f findet man leicht 

d(p __ g{l — a*) _ g 
dn 2.ÖÄ.a CM^ 

da 

ÄC AD AM CM 



a = 



BC BD CM "" BM 



ist.^) Wir bezeichnen den Einströmungspunkt B in der un- 
endlichen Ebene als das Bild des Einströmungspunktes Ä. 
Sei ausserdem noch ein zweiter Punkt A^ innerhalb desselben 
Kreises gegeben, durch den gleich viel Elektricität ausströmt, 




Fig. 3. 

als durch den Punkt Ä oder durch den Punkt B einströmt, und 
zeichnen wir wieder das Bild B^^ , durch welches nochmals die 
gleiche Elektricität ausströmen soll, und dessen Lage dadurch 
definirt ist, dass es auf der Geraden MA^ in der Entfernung : 

von M liegt. 

Wenn die vier Elektroden A, B, A^, B^ in der unend- 
lichen Ebene gegeben sind, so wird der Werth des cp in irgend 
einem Punkte P (dem Aufpunkte) 



9P=^^TV^ + /» 



^) Setzt man nämlich 3/ = Z> Jlf = r, OM = z, AM = ^^ so wird 

AC c + r^x r — C AD x + r — c r + t 



BC c-r + x r^li-r*BD x + r + c r^l.t+r 

6* 



, ** = r* + c** 
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wobei r^PÄ, / = PB, r^ = PÄ^ , r/ = PB^ ist. Als- 
dann wird f&r die gesammte Peripherie des Kreises 

4^ = 0, 

an ' 

und man erhält also die Strömung der Mektricität durch eine 
begrenzte kreisförmige Platte, wenn Ä und Ä^ zwei Elektroden 
von sehr kleinen Badien q^ und q.^ sind. Die Potentialdiffe- 
renz ist: 

7 A jit' . AB ' Ax B 

die Stromstärke ist J^2nLg8^ daher ist der Widerstand 



w = 



. AA^^.AB^.A^B ^ 

' ^ ^ A -D Ä T> ^ 



2n Ld Qq.Qi .AiBi . AB 

3 ist die Dicke der Platte.^) 

Für Dielektrica würde dies die Ladung zweier dünner 
Drähte in einem cylindrischen Dielektricum darstellen. An 
Stelle der Elektroden würden die Querschnitte der Drähte, an 
Stelle des grossen Kreises der Querschnitt des Cylinders treten, 
welcher von einem Dielektricum mit viel kleinerer Dielektri- 
citätsconstante umgeben sein müsste, was offenbar keinem 
praktisch realisirbaren Falle entspricht. 

Eine ganz andere Bedeutung hat das in gleicher Weise 
construirte Bild eines Punktes in der Theorie der Elektricitäts- 
vertheilung auf Kugelflächen. Bedeutet nämlich r und r' jetzt 
die Entfernung eines beliebig im Räume gelegenen Punktes P 
von zwei Punkten A und B der Abscissenaxe, welche die Ab- 
scissen c und — c haben, und setzen wir 

WO ö, ^ und / wieder Constanten vorstellen, so stellt die 
Gleichung r = ar' eine Kugelfläche dar, auf welcher <p con- 
stant gleich ff' ist. Wenn also in Ä eine beliebige Elektricitäts- 
menge ff und in dem Bilde B die Elektricitätsmenge 

__9___ _GM^ __ _ BC^ 
a ^ AM "" ^AG 



») Vgl. Kirchhoff, Ges. Abh., S. 11. 
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sich befindet, so ist die ganze Eugelfläche eine Fläche gleichen 
Potentiales, und zwar hat darauf das Potential denselben Werth, 
wie in unendlicher Entfernung. M ist der Mittelpunkt der 
Kugel, C der dem Punkte B zugewandte Durchschnittspunkt 
derselben mit den Abscissenaxen. Es liefert also dieser An- 
satz die Elektrisirung einer leitend mit der Erde verbundenen 
Eugel durch eine in einem Punkte concentrirte Elektricitäts- 
menge.^) 

§ 17. Andeutungen über das Verhalten der Stellen, 
wo die äusseren elektromotorischen Kräfte ihren Sitz 

haben. 

Es war ursprünglich meine Absicht, an dieser Stelle noch 
einige specielle Fälle, so die Elektricitätsvertheilung auf zwei 
leitenden Kugeln und das Problem des Condensators von end- 
licher Plattendicke, zu behandeln, dessen zuerst von Kirch- 
hoff gegebene Lösung leicht von der Beschränkung frei ge- 
macht werden kann, dass die Platten kreisförmig sind, wenn 
nur der Krümmungsradius der Plattenperipherie überall gross 
gegen die Plattendicke und Plattendistanz ist. Doch die Anzahl 
der Fragen, die speciell die Maxweirsche Theorie und deren 
Zusammenhang mit der älteren betreffen, ist noch so gross, 
dass ich lieber wieder zu ihnen zurückkehren will. 

Eine derartige Frage ist die über die Beschaffenheit der 
äusseren elektromotorischen Kräfte. Obwohl über dieselben 
wenig bekannt ist, so trägt es doch zur Versinnlichung bei, 
noch einige Eesultate unter bestimmten, wenigstens nicht un- 
wahrscheinlichen Voraussetzungen abzuleiten. 

Wir beginnen mit einem rein formellen Uebungsbeispiele. 
Der ganze Raum sei mit einer einzigen homogenen, leitenden 
Substanz erfüllt, die zu Anfang vollkommen unelektrisch und 
unmagnetisch und ohne äussere elektromotorische Kräfte war. 

Von f = an seien folgende unveränderliche äussere 
elektromotorische Kräfte thätig. Zwischen ar = und x = a 
sei X = /(ar), r=:^=0. Wegen der Symmetrie kann dann 



^) Vgl. Thomson, pap. on electrostat. Liouv. j. 1845, 1847. Max- 
well treat. chapt. XI. etc. 
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keine Grösse Funktion von y und z werden. Auch muss 
Q=i R = ß z=zY — bleiben. Die Gleichung D liefert 

dt "• 
Es wird also auch a gleich Null bleiben. Die Gleichung G 
liefert: 

i>.^ + 47ri;.[P + /(a:)] = 0, 

daher 



p^w^"" -\]m. 



Sobald die Ekponentielle genügend klein geworden ist, haben 
wir P = für ar < und ar > «, P = — f{x) zwischen diesen 
Grenzen. Es hat sich dieser Zwischenraum mit wahrer Elek- 
tricität geladen, deren Dichte 

ist. Die gesammte Menge der wahren Elektricität zwischen 
X = und X = a ist gleich Null, da f{x) mit dem Werthe 
Null beginnt und endet. Jeder plötzliche Sprung von/(ar) muss 
als rascher, aber continuirlicher üebergang aufgefasst werden, 
da sonst e^, exakt gleich unendlich würde. 

Es existirt ein elektrostatisches Potential, das für ar < 
einen constanten Werth K hat; flir < x < a hat es den 
Werih: 

X 

K + Jf{x)dx, 



für a: > a ist es wieder constant gleich: 

a 

K + ff{x)dx. 



Ist a sehr klein, so nennen wir dies eine verwaschene 
elektrische Doppelschicht. Die elektromotorische Kraft ist 

a 

ff{x)dx. 



Die Bedingung, dass der Körper unbegrenzt sei, ist dann nicht 
nothwendig; es genügt, dass alle seine Dimensionen gross gegen 
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a sind. Auch werden dieselben Gleichungen angenähert gelten, 
wenn die Doppelschicht die Gestalt einer krummen Fläche hat, 
nur tritt dann deren Normale an die Stelle der ar-Axe. 

Wenn speciell f{x) von x = bis ar = ^ sehr rasch zu- 
nimmt , dann constant gleich b bleibt, dann von x = a ^ S 
bis X = a wieder rasch bis Null abnimmt, so sind nur die 
beiden Ebenen x = und x = a mit der Flächendichte +I)bjA<7i 
geladen. Dazwischen ist das elektrostatische Potential K+x,b. 
Man könnte dies eine scharfe Doppelschicht nennen. 

In den meisten Fällen können wir uns die Wirksamkeit 
der äusseren elektromotorischen Kräfte durch eine den be- 
treffenden Leiter @ in zwei getrennte Theile zerschneidende 
Doppelschicht ersetzt denken. Es kann dann der in § 15 
erwähnte Leiter @^ den Leiter © in beliebig vielen Punkten 
des einen, der Leiter ©^ in beliebig vielen Punkten des anderen 
Theiles berühren. 

Wir gehen nun zu einem allgemeineren Fall über. Wir 
haben einen beliebigen Leiter. Es soll eine eindeutige, von der 
Zeit unabhängige Funktion x existiren, die für jeden Punkt 
desselben einen bestimmten Werth hat, und es soll sein: 

70) X=4^, 7 = 4f, Z=.'^ 



dx ^ dy ^ dx ' 

Wir warten ab, bis die elektromagnetischen Wellen ver- 
laufen sind, also der Zustand aphot geworden ist Dann muss 
nach Gleichung 33 sein: 

d<p -p dtp 



P=-^> Q=-^, s = 



dx ^ ^ dy ^ dx ' 

Wenn Z und D constant sind, liefert die Gleichung 16a 

D ,^ + ^itL Acp = AitZAxy 
daher 

A(p^ Ax + ^e '^~ , 

wobei eine aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende 
Funktion der Coordinaten ist. Solange das letzte Glied be- 
merkbar ist, ist die Elektricitätsbewegung zwar aphot, aber 
noch nicht stationär geworden. Für grössere Werthe von L 
kann auch wohl der Beginn des aphoten Zustandes mit dem 
des stationären zusammenfallen. Jedenfalls muss aber endlich 
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stationäxe Strömung oder statisches Gleichgewicht eintreten. 
Dann ist alles von der Zeit unabhängig und man hat daher 
A(p=^AX' Sind L und I) Funktionen der Coordinaten, so 
ergiebt sich für den aphoten Zustand: 



71) 



in dt 



- T 



dx 



i"^) ^ '. 
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d 



dy 

MD 

dx 



Hl) 

dx 
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±MA 



mA 



dy 
dy 



d% 
d 



) , ±^M 



dx dy dx 

Für den stationären Zustand folgt aus Gleichung 58: 



72) 



i^n^t 



d L 



i'^) , <'^) 



dx 



dy 
dx 



+ 



dx 



+ 



m^m 



dy 



dx 



Ist der Leiter rings von Nichtleitern umgeben, so liefert 
die Gleichung 61 im stationären Zustand für jedes Ober- 
flächenelement: 

d<p dx 

dn dn * 



73) 



Nach dem schon früher erwähnten Satze der Potentialtheorie 
folgt aus den Gleichungen 72 und 73 9?=/ + const. Es 
wird also jedes Volumelement des Leiters sich mit wahrer 
Mektricität von der Dichte: 



4n 



[ dx) \ dy) 



dx 



dy 



+ 



("Ä) 



dx 



laden. 

Wenn sich der Lidex 1 auf das umgebende Dielektricum 
bezieht, und die Normale n vom Leiter gegen das Dielektri- 
cuin hingezogen wird, so ist an jedem Oberflächenelement des 
Leiters, solange man sich noch im Leiter befindet, q) = x 
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4- const., und die Oberflächendichte der wahren Elektricität ist 
daselbst: 



4« \ an 1 dn j 



Die Constante bestimmt sich, wenn die gesammte wahre Elek- 
tricitätsmenge im Leiter gegeben ist und <p im unendlichen 
verschwinden soll. 

Wir betrachten folgende specielle Formen von /. Es 
seien die äusseren elektromotorischen Kräfte so im ganzen 
Leiter vertheilt, dass in dem ganzen Baum zwischen dessen 
Oberfläche und einer von derselben überall endlich abstehenden, 
ganz im Innern des Leiters verlaufenden, vollkommen ge- 
schlossenen Fläche F die Funktion x constant ist, so dass 
man von der Oberfläche des Leiters an die Stellen, wo x ver- 
änderlich ist, nicht gelangen kann, ohne eine endliche Strecke 
zu passiren, auf welcher x constant ist. Dann muss auch (p 
zwischen der Oberfläche und der Fläche F constant sein. 

Diese Bedingung ist dieselbe, als ob gar keine äusseren 
elektromotorischen Kräfte im Innern des Leiters vorhanden 
wären. Die Wirksamkeit derselben macht sich also nur im 
Momente ihres Entstehens dadurch bemerkbar, dass eine ge- 
wisse Menge wahrer Elektricität in das Innere gezogen und 
zur Neutralisation der äusseren elektromotorischen Kräfte ver- 
wendet wird. 

Eine andere specielle Form von x wäre folgende: In zwei 
Partien ©^ und ©^ des Leiters sei x constant gleich ;^4, resp. xb^ 
Dazwischen liege eine Schicht ©, die rings an die Oberfläche 
des Leiters reicht, und worin x variabel ist. Dann zeigen 
diese beiden Partien genau die Eigenschaft der in § 15 ebenso 
bezeichneten Leiter. Das Charakteristische ist, dass es in © 
nirgends stationäre elektrische Ströme geben kann. 

§ 18. Wirkung äusserer elektromotorischer Kräfte in 

einem ringförmigen Leiter. 

Ein dritter specieller Fall ist der, dass x ©i^e mehrdeu- 
tige Funktion der Coordinaten ist. Dies kann nur stattfinden, 
wenn der Leiter einen mehrfach zusammenhängenden Baum 
bildet, da X, 7, ^jedenfalls eindeutig bestimmt sein müssen. 
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Wir wollen nur einen zweifach zusammenhängenden, also ring- 
förmigen Baum betrachten. Zu beiden Seiten eines Quer- 
schnittes desselben können dann die beiden Werthe von x^ 
die man durch einen Umgang um den Ring erhält, nur 
um eine Gonstante verschieden sein, die k heissen mag, da 
ja alle Differentialquotienten von x eindeutig und continuir- 
lich sind. 

(p muss für den stationären Zustand wieder den Be- 
dingungen 72 und 73 genügen, aber es muss eindeutig sein, 
da seine Fortsetzung ausserhalb des Ringes auch die dort 
herrschenden Werthe von P, Q, R nach Formel 33 liefern 
muss, und tp nirgends einen plötzlichen Sprung machen darf. 
Es gibt dann jedenfalls eine und (abgesehen von einer addi- 
tiven Gonstante) nur eine Funktion Xu welche im Innern des 
Ringes die Gleichung erflült: 

dx dy dx ' 

auf der Oberfläche des Ringes die Gleichung: 

dn "' 

und deren sämmtlichen Ableitungen durchwegs continuirlich sind, 
während die Funktion ;^i selbst sonst ebenfalls überall continuir- 
lich ist, nur dass ihre Werthe zu beiden Seiten einer Schnitt- 
fläche des Ringes um die Einheit verschieden sind. Dies folgt 
unmittelbar aus dem mehrfach citirten Riemann'schen Satze, 
wenn man den Ring wirklich durch die Schnittfläche in einen 
einfach zusammenhängenden Raum verwandelt. 

Wenn L constant ist, stellt Xi ^^^ Geschwindigkeits- 
potential einer incompressiblen, rotationslosen Flüssigkeit dar, 
die im Ringe strömt. Man kann dann setzen (p = x — hxy 
Die Funktion cp erfüllt dann in der That die Bedingungen 
72 und 73 und bleibt auch im ganzen Ringe eindeutig. Es 
gilt von der Funktion qp dasselbe wie im Vorhergehenden, sie 
giebt eine Ansammlung von wahrer Elektricität im Innern und 
an der Oberfläche des Ringes, welche die äusseren elektro- 
motorischen Kräfte zwar nicht vollständig compensirt, aber 
doch bewirkt, dass die Strömung in jedem Punkte des Ringes 
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nur mehr vom Werthe der Constanten ä abhängt. In der 
That ist nach den Gleichungen 23: 

Analoge Werthe gelten für q und r. X\ ^^^ ist ^^r von der 
Gestalt des Ringes und der Vertheilung der Leitungslähigkeit 
daselbst abhängig. 

Die gesammte Stromstärke ist: 

J an ' 

wobei die Integration über einen Querschnitt des Ringes zu 
erstrecken ist. Wenn der Ring aufgeschnitten wäre, so wäre 
k die Differenz der Werthe des (p zu beiden Seiten der 
Schnittfläche. Es ist also (p die elektromotorische Kraft und 



/ 



an 



der reciproke Widerstand des ganzen Ringes, was mit Glei- 
chung 63 (§ 15) übereinstimmt. Dasselbe Resultat hätte man 
auch noch nach einer später zu besprechenden Methode (§ 26) 
finden können, indem man (p durch Bildung des Integrals 
f[Pdx + Qdy + Rdz) für jeden Stromfaden eliminirt hätte. 
Auch in dem in dieser und der vorhergehenden Vor- 
lesung betrachteten Falle, dass X, F, Z zwar nicht verschwinden, 
aber von der Zeit unabhängig sind, kann man sich über- 
zeugen, dass die gefundenen Integrale unabhängig von der 
Art und Weise, wie sie gewonnen wurden, den Grund- 
gleichungen ohne jede Vernachlässigung genügen. Falls keine 
stationären Ströme vorhanden sind, können dabei cc,ß,y ent- 
weder gleich Null oder die partiellen Ableitungen einer be- 
liebigen Funktion der Coordinaten nach diesen sein. Findet 
dagegen stationäre Strömung statt, so sind die Grössen a, ß, y 
nicht von P,Q,B unabhängig, und der Beweis, dass die Funda- 
mentalgleichungen ohne Vernachlässigung erfüllt sind, kann 
nur mittelst Zuziehung der Werthe von cc,ß,y geschehen, 
welche wir in den folgenden Paragraphen finden werden. Er 
ergiebt sich ohne jede Rechnung, da ja alle in den gefundenen 
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Integralen Toi^ommenden Grössen von der Zeit unabhängig 
sind, und daher in den Fondamentalgleichnngen die Glieder, 
welche wir bei Gewinnung unserer Integrale als sehr klein 
Temachlässigt haben, absolut verschwinden, sobald man die 
Integrale in die Fundamentalgleichungen substituirt. 
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§ 19. Magnetische Erscheinungen, im Falle dass elek- 
trische Erscheinungen entweder ganz fehlen, oder sich 
bloss auf elektrostatische /beschränken. 

Wir haben bisher die Grössen a^ß^y aus den Gleichungen 
eliminirt. Es entsteht nun die Frage, in welchen Fällen diese 
Grössen von Null verschiedene Werthe annehmen, und zu 
welchen Erscheinungen dies Veranlassung giebt. 

Aus den allgemeinen Gleichungen I) folgt, wenn man die 
erste nach x, die zweite nach y, die dritte nach z differenzirt 
und sie dann addirt, ganz allgemein: 

d \ d{Mn) djMß) djMY) 1 ^ q 

dx dy d% \ 



74) 



dt 

Wenn zunächst bloss elektrostatische Erscheinungen ohne 
elektrische Ströme vorhanden sind, so ist keine Grösse mit der 
Zeit veränderlich; zudem verschwinden iji Leitern die Grössen 
P+ X, Q+Y, R + Z\ daher sind nach c die Grössen cc,ß,y die 
partiellen Ableitungen einer Funktion nach den Coordinaten, 
und wir können setzen: 

' dx ^ ^ ' dy ^ ' dx 

Stellen wir uns bloss auf den Standpunkt der mit römischen 
Buchstaben bezeichneten Gleichungen, so erhalten wir also: 



75) . ["(»Ä) . "(«4?-) . "(«4? ) 



d 


l^l-'/r) 


dt 


dx 



+ - -^' + 



= 0. 



dy dx 

Es folgt daher, dass die Grösse in der eckigen Klammer, 
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welche wir die Dichte des wahren Magnetismus nennen und 
mit rj^ bezeichnen wollen, mit der Zeit durchaus unveränder- 
lich ist, woraus wieder nach dem citirten Riemann* sehen 
Satze sich ergiebt, dass auch ifj nicht Funktion der Zeit sein 
kann. Denn im Unendlichen muss \fj constant (wir können 
sagen gleich Null) sein, und Trennungsschichten fassen wir als 
continuirliche Uebergänge auf, für welche die Gleichung 75 
ebenfalls gilt. 

Falls also ifj überhaupt Funktion der Goordinaten sein 
soll, müssen die betreffenden wahren Magnetismen schon von 
aller Ewigkeit her bestanden haben, oder es müssten zu irgend 
einer vorhergegangenen Zeit unsere Gleichungen nicht gegolten 
haben. Dadurch könnte in gewissen Körpern (den Stahl- 
magneten) wahrer Magnetismus entstanden sein, und dieser 
müsste so lange fortbestehen, bis wieder eine Zeitperiode 
kommt, wo die Gleichungen ungiltig werden. Die Gleichungen 
sind dann vollkommen analog mit denen für Dielektrica, nur 
dass MfUjßyy^xp an Stelle von DyP,QjR,(p treten. 

Wir können daher die magnetischen Erscheinungen wieder 
versinnlichen, indem wir annehmen, dass ein positives und 
ein negatives magnetisches Fluidum existirt, welche sich in 
den Körpern gerade so verhalten, wie die Verschiebungs- 
elektricität in den Dielektricis. Das Analogen der strömenden 
Elektricität fällt aber beim Magnetismus vollständig fort. 
cc,ß,y sind die Kräfte, welche auf die Einheit des wahren 
Magnetismus wirken. 

Für permanente Magnete unterscheidet sich dieses Bild 
von der landläufigen Theorie, nach welcher in feolchen die 
Magnetismen sehr schwer beweglich sind, insofern, dass der wahre 
Magnetismus (natürlich immer gleich viel positiver und nega- 
tiver) irgend einmal hineingekommen ist, während der darin ent- 
haltene neutrale Magnetismus denselben Gesetzen, wie im 
weichen Eisen, gehorcht. Man nähert sich der landläufigen 
Theorie mehr, wenn man in Stahlmagneten Msehi nahe gleich 
Eins annimmt, so dass daselbst der neutrale Magnetismus fast 
unbeweglich wird, die Luft als unmagnetisirbar vorausgesetzt. 
Natürlich waren dann zur Erzeugung eines kräftigen per- 
manenten Magnetismus, welche ja ohnedies in eine Zeitperiode 
der üngiltigkeit unserer Gleichungen fiel, enorme magnetisirende 
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Elräfte erforderlich. Gerade so wie früher die scheinbare Fem- 
wirkung zweier gegebener wahrer Elektricitäten dem B^ also der 
Dielektricitätsconstante, verkehrt proportional war, so ist jetzt 
die zweier gegebener Mengen wahren Magnetismus dem ^ver- 
kehrt proportional, und wir können die Grösse Jfnach Quincke 's 
Vorgang die Dimagnetisirungsconstante . nennen, da sie der 
Dielektricitätsconstante vollkommen analog ist. 

In der Elektrostatik waren die elektrischen Elräfte P, Q^ M 
natürlich von dem Werthe der damals angenommenen Zahl b 
vollkommen unabhängig. Die dielektrischen Polarisationen 
aber, welche wir uns im Innern der Dielektrica vorstellten, 
waren davon abhängig; sie waren im Standardmedium z. ß. 
gleich Null, wenn wir daselbst i> = b = 1 annahmen. Genau 
dasselbe gilt auch in der Lehre vom Magnetismus. Wir 
müssen da eine dem b analoge Zahl m wählen und verstehen, 
auch wenn die Gleichungen 33 m nicht erfüllt sind, unter der 
Dichte des freien Magnetismus die Grösse: 

OT \ xa l da . d8 , dv\ 

' ' An \ dx dy dx J 

während wir 



15m) 7j„ = 



4 71 



' d{Ma) djMß) d(itfy) 
dx dy dx 



die von m unabhängige Dichte des wahren Magnetismus nennen. 
In unserem speciellen Falle, wo die Gleichungen 33m 
gelten, wird: 



35m 



15am) f]^= — -^ 



4 71 



dx dy dx 



Auch die magnetischen Kräfte a, /?, / sind von m unabhängig, 
nicht aber die magnetischen Polarisationen, welche wir uns im 
Innern der Körper denken. Wir bezeichnen die Gleichungen 
stets mit derselben Ziffer, wie die entsprechenden der Elek- 
tiicitätslehre und deuten nur durch ein angehängtes m die 
Beziehung auf den Magnetismus an. 

Sprechen wir immer nur von der Richtung der Abscissen- 
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axe, so ist das magnetische Moment der Volumeinheit ent- 
sprechend der Formel 46 gegeben durch 

46 m) — a. 

Denken wir uns tn verschwindend, so dass die gesammte magne- 
tische Arbeit magnetische Polarisationsarbeit ist und kein 
Glied existirt, welches der Veränderung eines Formwirkungs- 
potentiales entspräche, so verwandelt sich das magnetische 
Moment der Volumeinheit in die Grösse, deren 4!7rfaches Max- 
well die magnetische Induction nennt und mit a bezeichnet. 
Dieselbe ist fiir Luft, wo M= 1 ist, 

üi = a, 

für einen anderen Körper 

a = Ma. 

Nimmt man dagegen an, dass die Luft magnetisch un- 
polarisirbar sei, und will man nur das magnetische Verhalten 
der übrigen Körper gegen Luft durch deren magnetische Polarisir- 
barkeit erklären, so hat man m = 1 zu setzen. Das magnetische 
Moment der Volumeinheit, welches man alsdann erhält, nennt 
Maxwell die Intensität der Magnetisirung und bezeichnet sie 
mit Ä. Dieselbe ist für Luft Jj = 0, für andere Körper: 

. M- 1 
A = — a. 

V. Helmholtz nennt die Grösse Ä einfach das magnetische 
Moment der Volumeinheit, bezeichnet sie mit l und setzt sie 
gleich &a. Es ist also: 

75) T» = ^ ~ \ M=l+4n& 

4 TT 

und daher 

76) a + 47t Ä =: a. 

Diese Gleichung ist einer physikalischen Interpretation 
fähig. Ist ein Magnetpol von der Intensität 1 in eine Flüssig- 
keit getaucht, so wirkt darauf einfach die Kraft cc. Dies ent- 
spricht vollkommen der v. Helmholtz 'sehen Annahme, dass, 
wenn ein mit wahrer Elektricität geladener Körper in eine 
Flüssigkeit taucht, die in der Abscissenrichtung darauf wirkende 
Kraft einfach gleich P multiplizirt mit der wahren Elektricität 
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desselben ist, da die durch dielektrische Polarisation um ihn 
herumgeschobene Hülle überall mitfolgen kann. Befindet sich 
der Magnetpol von der Stärke 1 aber im Innern eines festen 
Körpers, so muss, damit überhaupt eine Krafbwirkung zur 
Beobachtung gelangen kann, rings um denselben ein Loch 
gebohrt werden. Da ist nun a nur dann die Kraft, welche 
auf einen Magnetpol von der Stärke 1 in der Abscissen- 
richtung wirkt, wenn das Loch die Gestalt eines in dieser 
Richtung sehr stark yerlängei*ten Cylinders hat, da dann die 
an beiden Endflächen des Cylinders durch magnetische Polari- 
sation ausgeschiedenen Magnetismen auf den Pol von der 
Stärke 1 eine verschwindende Wirkung ausüben. Die auf der 
Mantelfläche etwa erscheinenden Magnetismen aber können 
ebenfalls in der Richtung der Abscisse keine Wirkung ausüben. 

Oanz andere Consequenzen erhielte man, wenn das Loch 
umgekehrt die Gestalt eines Cylinders hätte, dessen Axe pa- 
rallel der Abscissenaxe, aber sehr kurz gegen den Querschnitt 
wäre. Das Loch ist natürlich mit dem Standardmedium (Luft) 
gefüllt zu denken. Dann würde, unter der Annahme, tn = 1, 
in der Luft im Innern des Loches keine magnetische Polari- 
sation vorhanden sein. In der immittelbaren Umgebung aber 
hätte die Yolumeinheit das magnetische Moment A. Dies hätte 
denselben Effekt, als ob die Basis des cylindrischen Loches, 
welche wir vom Magnetpol aus gegen die negative Abscissen- 
richtung gelegen annehmen, mit magnetischem Fluidum von 
der Flächendichte + Ä belegt wäre; der Magnetpol liegt 
zwischen Basis und Gegenfläche des cylindrischen Loches. 
Diese Gegenfläche wäre mit magnetischem Fluidum von der 
Flächendichte — A belegt zu denken. Da beide Flächen dem 
Magnetpole sehr nahe liegen, so findet man leicht, dass sie 
die Gesammtkraft 4:7i;A auf denselben in der positiven Ab- 
scissenrichtung ausüben. Dazu kommt noch die von aussen 
wirkende Kraft a. Bei dieser zweiten Gestalt des Loches wird 
also auf den Magnetpol die Gesammtkraft u + 4k!jt A = a wirken 
(vgl. Schluss des § 13). 

Wir bemerken noch folgendes. Nach Maxwell hat fjL 
auch in der Luft einen von Null verschiedenen Werth /ttj; auch 
Luft enthält daher unter dem Einflüsse magnetischer Kräfte 
magnetische Energie F. Diese ist es sogar allein, welche die 
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elektrodynamischen und magnetischen Femkräfte vermittelt. 
Wenn man will, kann man sagen, Luft sei nach Maxwell 
magnetisch polarisirbar. In unserem Bilde aber ist sie, wenn 
man tn = 1 setzt, wie auch die alte Femwirkungslehre annimmt, 
nicht polarisirbar. Aber andere Körper, in denen M nicht 
gleich 1 ist, sind es, und A ist das, was man in der alten 
Theorie, welche die Luft als magnetisch unpolarisirbar annahm 
und die magnetischen Kräfte daselbst der direkten Femwirkung 
zuschrieb, das magnetische Moment der Volumeinheit des be- 
treffenden Körpers nannte; wir könnten es vielleicht das magne- 
tische Moment relativ gegen Luft nennen. Für einen Eing 
oder einen dünnen langen Cylinder, dessen Axe der Abcissen- 
axe parallel ist, ist diese Grösse: 

wobei c^a die magnetische Kraft ist, die dort wirkt, nachdem 
der Ring oder Cylinder entfernt wurde. Bringt man an die- 
selbe Stelle des Feldes einen sehr kurzen Cylinder mit gleich- 
gerichteter Axe, und bezeichnet den Werth von A^ welcher in 
dessen Innern sich bildet, mit Aq^ so kommt in seinem Innern 
zur Kraft a« noch — 4 ;r Jg hinzu, daher wird 

Aq = &{aa — ^71 Aq) = &aal M. 

Es kaim also M als der Quotient Jj, / Aq bezeichnet werden. 
Bringt man in dasselbe Feld eine Kugel aus gleicher Sub- 
stanz, so liegt für dieselbe A zwischen Aj^ und Aq, worüber 
die bekannte Magnetisirungstheorie das Nähere lehrt. 

Wir wollen im folgenden zunächst immer m = 1 setzen 
und erhalten dann für die Dichte des freien Magnetismus: 

35in) u. 37m) n,= ±-{p + ^ + p^) ^ - ^ Jrfj, 
wobei 

*f]fdT 



36 m) 'V^=/" 



9 

ist. Wir wollen nun Curven (die Magnetkraftlinien, besser 
Linien der magnetischen Induction) ziehen, welche überall die 
Kichtung des Vektors Ma, Mß, My haben, und zwar in 
solcher Dichte, dass die durch die Flächeneinheit senkrecht 

Boltzmann, Vorlesungen, IL 7 
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hindurchgehende Zahl ) dieser Corven gleich der G^rosse dieses 
Vektors ist. 

Die Menge wahren Magnetismus in einem Volomelemente 
dr ist nach Formel 15m): 

' 4n l dx dy dx J 

Die Anzahl der Kraftlinien also, welche in dem Volomelemente 
dr ihren Ursprung nehmen (üeberschuss der austretenden über 
die eintretenden) ist 47ti]„dT. Wo kein wahrer Magnetismns 
ist, können Kraftlinien weder entspringen noch enden. Zwischen 
den wahren Magnetismusmengen m^ und m^ wirkt in einem 
Medium, wo M constant ist, die Kraft: 

m tn 

54m) ^^ = 11^' 

Durch den wahren Magnetismus (Magnetpol) m^, sollen in der 
Distanz q die Werthe t//^, ap, ßp, y^ bedingt werden. Dann ist: 

Die Anzahl der E[rafUinien, welche von dem Magnetpole m« 
ausgehen, ist Z = 4 nfriy^dr =^ 4nm„. 

Die Annahme, dass unsere Gleichungen zu gewissen Zeiten 
nicht giltig seien, welche allein ein Entstehen von wahrem 
Magnetismus ermöglicht, scheint auf den ersten Anblick ziemlich 
plausibel; einerseits gelten dieselben überhaupt nur für ruhende 
Körper; dies freilich nützt uns nichts, da, wie wir sehen 
werden, auch die Maxwell' sehen Gleichungen f&r bewegte 
Körper keine Möglichkeit einer Entstehung von wahrem Magnetis- 
mus offen lassen. Aber es ist andererseits bekannt, dass diese 
Gleichungen für viele magnetisirbare Körper, und zwar gerade 
für die wichtigsten, einer wesentlichen Correction bedürfen, 
da für diese die Gleichungen aufhören, linear zu sein. Trotz- 
dem hat es sein Bedenkliches, einen so wichtigen Begriff, wie 
den des Magnetismus, lediglich auf die Annahme der üngiltig- 
keit der Maxwell' sehen Gleichungen in gewissen Fällen zn 
basiren. Dies gilt noch mehr, wenn man sich auf den in der 
ersten Vorlesung eingenommenen mechanischen Standpunkt 
stellt, wo das Verschwinden alles wahren Magnetismus un- 
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mittelbar aus den Gleichungen 5 folgt, welche sogar die De- 
finitionsgleichungen der Grössen a, /?, y sind. 

Diese Schwierigkeit wird vollkommen vermieden, wenn 
man die Ampfere'sche Hypothese der Molekularströme auf 
die Maxweirsche Theorie überträgt. Nach dieser giebt es 
Magnetismus ohne elektrische Ströme überhaupt nicht. Die 
magnetischen Eigenschaften der Stahlmagnete haben ihre Ur- 
sache in elektrischen Strömen, welche die Moleküle derselben 
umkreisen. 

Trotzdem wollen wir zunächst, um die möglichste Allge- 
meinheit zu erhalten, bloss die Gleichungen D, nicht die spe- 
cielleren 5 als giltig voraussetzen und daher das Vorhanden- 
sein von wahrem Magnetismus an gewissen Stellen nicht aus- 
schliessen, der sich aber mit der Zeit nicht ändern kann. 
Später können wir denselben immer wieder gleich Null setzen. 

§ 20. Magnetische Erscheinungen bei Vorhandensein 

stationärer Strömungen, abgeleitet unter Annahme 

der Existenz von wahrem Magnetismus. 

Wir betrachten nun den Fall stationärer Strömung. Für 
dieselbe ist nach Gleichung 23 j9 = i (P + X), und wir sahen, 
dass X, Z, Z^ P, Q, Ä nicht mit der Zeit veränderlich sind. 
Die Differenz der beiden letzten der Gleichungen C, erstere 
vorher partiell nach z^ letztere nach y differenzirt, liefert: 

^^~"W \dy "■ ~dxl "^ Tx \dx "^ ~dy '^ Ix) ' 

woraus folgt: 

77) a = ai+cfa, 

wenn 

'8) ''.-T(Ä-f)' 

33m) «2=-4^- 

' ^ dx 

gesetzt wird. Analoge Gleichungen gelten für die y- und z-Axe. 
Dabei ist 

36tn) ^ = TJ^ = -L (4^741747) , 



7 



* 
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da 

o« X 1 (da . dß , dy\ 

ist. 1/^ (das magnetische Potential) ist vollkommen analog 

dem elektrostatischen Potentiale tp. Dagegen kommen die 

Glieder mit p, q, r neu hinzu. Es sind dies die sogenannten 

Vektorpotentiale, welche durch folgende Gleichungen definirt 

sind: 

T — TrrfT 
-, r = I 
9 



'») ^-/^. ?-/^. -/- 



Wenn wir die Giltigkeit der Gleichungen 5 nicht voraus- 
setzen, also die Möglichkeit von wahrem Magnetismus anneh- 
men, so sind a, ß, y die Bjräfle, welche auf die wahre Magne- 
tismusmenge eins in den Coordinatenrichtungen wirken, v^as wir 
schon früher fiir den Fall nachgewiesen haben, dass nur 
Magnetismen wirksam sind. Da nun diese Kräfte nur vom 
Zustand der unmittelbaren Umgebung, nicht aber davon ab- 
hängen können, wie dieser Zustand erzeugt wurde, so muss 
dies auch gelten, wenn er durch elektrische Ströme hervor- 
gerufen wird, sobald nur der wahre Magnetismus ruht und 
an der betreflfenden Stelle selbst keine elektrischen Ströme 
vorhanden sind. 

Wären diese Bedingungen nicht erfüllt, so hätte schon 
die unmittelbare Umgebung der Magnetismusmenge eir.e an- 
dere Beschaffenheit, als sie beim Beweise vorausgesetzt wurde; 
es müsste also dieser noch geführt werden. Schliessen wir 
die Möglichkeit von wahrem Magnetismus aus, so hören die 
Formeln 77, 78, 33m, 36m, 37m, 79 nicht auf, richtig zu 
sein, nur dass immer ^^ = ist; aber die physikalische Be- 
deutung von ccjß,y muss erst gefunden werden. Dann kann 
man auch schreiben: 

om l l dM ^ r, dM ^ dM \ 

Es ist dies der in Folge der magnetischen Kräfte der elektri- 
schen Ströme dort, wo M variabel ist, respektive an der 
Grenzfläche zweier Körper von verschiedenem Mj frei werdende 
Magnetismus, ausser welchem überhaupt weder freier noch 
wahrer Magnetismus existirt. Die Bedeutung der Vektor- 
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Potentiale ist eine sehr bekannte. Trotzdem will ich hier der 
Vollständigkeit halber dieselbe in Erinnerung zurückrufen. 

1. Wir nehmen an, wir hätten nur lineare Ströme. Sei 
ds' ein Längenelement eines solchen ar',y ', z' dessen Coordinaten, 
dx% dy', dz' dessen Projektionen auf die Coordinatenaxen, i' 
die daselbst herrschende elektrostatisch gemessene Strominten- 
sität, G der Querschnitt des Stromleiters und ^ dessen Ent- 
fernung von dem Punkte mit den Coordinaten a:,y, z, wo e^, /9, j' 
gesucht werden, endlich seien: 

X — x' y — y' % — %' 



1 ^ — ^ n y ^ 



9 Q Q 

die Richtungscosinus von p, dieses von dr gegen den Auf- 
punkt hin gezogen, und: 

. _ dx' _ dy^ ^ dx^ 

^-"dV ^""T^' ^-"57^ 

die Richtungscosinus von ds', letzteres in der positiven Strom- 
richtung gezogen. Dann ist: 

dr = ads . » = , q = — — , r = . 

Wir sahen, dass bei Anwendung des anderen, zum Schluss 
des § 7 erwähnten Maasssystems p=ph.hjq = qh'h,r = rh'h 
ist. Bezeichnen wir die in jenem anderen Maasssysteme ge- 
messene Elektricitätsmenge, die in der Zeiteinheit durch den 
Querschnitt geht, also die in jenem anderen Maasssysteme 
gemessene Stromstärke mit i^, so ist also auch: 

81) i = ih,h , 

Wir erhalten zunächst bei Anwendung des elektrostatischen 
Maasses nach Formel 78: 

^1 ^-WJ~^ (^«'^ «^) =-j-/-^[(y-yV^'-(^-0^y^• 
Dabei ist a^ die Kraft, welche auf einen Magnetpol von der 
Intensität 1 in der Abscissenrichtung wirkt. 

Wir haben also in dem Bilde weiter anzunehmen, dass 
jedes Stromelement ds' auf die Einheit des Magnetismus eine 
Kraft ausübt, die senkrecht steht auf der Ebene p, ds' und 
deren Intensität: 
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ist (vgl. L Theil, Art. 90). 

Diese Kraft ist unabhängig von der Natur des Körpers, 
in welchem sich das Stromelement und der Magnetpol be- 
finden. 

Substituiren wir in dem Ausdruck 82 den Werth 81, 
so folgt: 

~»? • 

Man sagt, die Stromstärke ist in magnetischem Maasse 
gemessen, wenn sich dieser Ausdruck auf: 

i' ds' an{Q, ds') 

reducirt. um das magnetische Maass zu erhalten, muss man 
also in den mit h bezeichneten Formeln des § 7 die Grösse h 
gleich H, d. i. der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektri- 
schen 'Wellen in der Luft setzen. Die magnetische Einheit der 
Elektricität JE^ diyidirt durch die elektrostatische E,, beide in 
Luft gemessen, giebt: 

also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen 
in Luft. Hieraus folgt, dass die Zahl i, oder «,, welche eine 
Stromstärke, resp.Elektricitätsmenge im elektrostatischen Maasse 
ausdrückt, dividirt durch die Zahl i^ oder e^, welche dieselbe 
Stromstärke, resp. Elektricitätsmenge im magnetischen Maasse 
ausdrückt, gleich 3.10^^ ist und dass die Dimensionen der 
magnetisch gemessenen Elektricitätsmenge gleich denen der 
elektrostatisch gemessenen dividirt durch eine Geschwindig- 
keit sind. 

Was die Richtung der Kraft, die das Stromelement auf 
den Magnetpol ausübt, anbelangt, so ist sie die der posi- 
tiven ar-Axe, wenn sich das Stromelement im Coordinaten- 
ursprung befindet und die Sichtung der positiven 2:-Axe hat, 
während der Magnetpol auf der positiven y-Axe liegt. Es 
wird also in der That positiver Magnetismus nach der Linken 
des Amp^re'schen Schwimmers abgelenkt, sobald man die 
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positive Abscissenaxe von uns aus nach rechts, die positive 
^-Axe nach hinten, die positive z-Axe nach oben zieht. Auf 
der Schultafel geht daher die positive ar-Axe von der Linken 
gegen die Eechte der Zuhörer, die positive y-Axe von der 
Tafel gegen das Auditorium, die positive z-Axe nach oben. 
(Französisches Coordinatensystem , Hopfencoordinatensystem). 
für ein Auge, das sich dort befindet, wohin die' positive ar-Axe 
zeigt, gelangt man im Sinne des Uhrzeigers auf kürzestem 
Wege von der + y- zur + z-Axe.) Für das durch das 
Spiegelbild dargestellte Coordinatensystem müssten entweder 
alle sechs Ausdrücke, welche die Form haben: 

ax dy dy dx 

in den Grundgleichungen das entgegengesetzte Zeichen er- 
halten, oder es müsste, sei es freier und wahrer Magnetis- 
mus, sei es freie und wahre Elektricität, aber nicht aUe vier 
gleichzeitig, entgegengesetzt bezeichnet werden. 



Zehnte Yorlesung. 



§ 21. Magnetische Kräfte eines Elementarstromes und 

eines Solenoides. 

Wir wollen nun die Werthe von a, ß, y berechnen, welche 
durch einen sehr kleinen ebenen elektrischen Strom an irgend 
einer Stelle des Eaumes (dem Aui^unkt) bedingt werden, und 
welche wir, falls wir wahren Magnetismus zugeben, als die 
Kräfte ansprechen können, die der Strom auf einen im Auf- 
punkte befindlichen Nordpol 1 ausüben würde. Sei der Auf- 
punkt Goordinatenanfang und die or^- Ebene parallel der Strom- 
ebene; der Strom fliesse in dem Sinne, wie man von der 
+ ar- Axe auf kürzestem Wege zur + y-Axe gelangt, also von 
der + 2r- Seite aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers. Femer 
sei 0' ein Punkt der vom Strome umflossenen Fläche^ die 
a:-Coordinate dieses Punktes sei p, die y-Coordinate sei Null, 
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und die jr-Coordinate q. ar'= p + |, y'= fjj z'= q seien die 
Coordinaten eines Elementes ds' des Stromes. Dann wird: 

^1 u (^ ^» "*■ ^ / "" ^u dq l^ ;• 

/ ist die vom Strome umflossene Fläche und t= 0\ Wir ziehen 
von (/ eine Normale zum Stromkreise nach der Richtung, von 
wo aus gesehen der Strom im Sinne des Uhrzeigers fliesst, 
und schneiden darauf ein unendlich kleines Stück O'0"=S 
ab, femer denken wir uns in 0' die magnetische Masse: 

83) m = AZ 

in 0" die gleiche, aber entgegengesetzt bezeichnete Masse. 
Dann sind cc^ißu^i ^^ Kräfte, welche diese beiden Massen 
auf eine magnetische Masse + 1 im Aufpunkte ausüben wür- 
den, wenn + m dieselbe mit der Kraft m/OO'^ abstösse, — m 
sie nach demselben Gesetze anzöge. 

Dies gilt offenbar unabhängig von der Lage des Coordinaten- 
ursprungs. Sind daher nunmehr wieder x, y, z die Coordinaten 
des Aufpunktes M, und bezeichnet man mit: 

84) ^ = _j^ ^ 

das Potential der Massen + m und -- m auf derselben, so ist; 

^ 1 dx ' P^ dy ' ^^'-~ dx ' 

Man überzeugt sich leicht, dass: 

der Gesichtswinkel ist, unter dem von M aus gesehen der 
Stromkreis erscheint, daher kann man schreiben: 

CO ist positiv , wenn für ein in M befindliches Auge der Strom 
dem Uhrzeiger entgegenfliesst. w ist gewissermaassen die An- 
zahl der Sehstrahlen, die von der Seite, wo der Strom dem 
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Uhrzeiger entgegenfliesst nach der anderen durch den Strom 
hindurchgehen. Hat man statt eines kleinen ebenen Stromes 
eine Reihe gleicher, äquidistanter, perlschnurartig angeordneter 
Ströme, ein Solenoid, wo N Ströme auf die Längeneinheit ent- 
fallen, 80 kann man setzen: S= 1/iV! Denkt man sich dann 
an demjenigen (dem positiven) Ende 0' des Solenoid, wo für 
den ausserhalb desselben stehenden Beschauer der Strom dem 
Uhrzeiger entgegenfliesst^), die magnetische Masse + iw, am 
andern Ende ß die Masse —m, wobei wieder m = i'fNj^ 
ist, bezeichnet man femer den Aufpunkt wieder mit M und 
setzt: 

86) ^ = '»(w-7Im)' 

SO ist wieder im Punkte M: 

^1 "" rfx ' ^1 "" dy ' '^^'^ dx ' 
Alle diese Formeln gelten, da die hier gebrauchte Magnetis- 
menge m bloss zur geometrischen Deutung diente, auch un- 
verändert, wenn ^^ gleich Null ist; nur dass dann wieder be- 
züglich der physikalischen Bedeutung von cc^^j ßu /i auf später 
verwiesen werden muss. 

Wir setzen voraus, dass das Princip der Erhaltung des 
Schwerpunktes und das Flächenprincip für die ponderabeln 
Körper allein gilt, als ob kein Aether vorhanden wäre, dass 
also der Aether weder ein erhebliches Moment fortschreitender, 
noch rotirender Bewegung erhält. 

Nach diesem Princip, welches wir das Princip der Gleich- 
heit der Wirkung und Gegenwirkung der ponderablen Körper 
nennen wollen, muss im leeren Eaume, in Luft und in allen 
Körpern, welche die Wirkung der elektrischen und magneti- 



^) Da es üblich ist, den Nordmagnetismus als den positiven zu be- 
zeichnen, so behalten wir in diesem einen Punkte diese Festsetzung con- 
sequent bei, obwohl sie nicht zu unsem sonstigen passt; denn wir be- 
zeichnen sonst die Seite, wo der Strom wie der Uhrzeiger zu fliessen 
scheint, als die positive. Bei Anwendung des englischen (Wein-) Coordi- 
natensystems würde sie zu den übrigen passen, doch ist dann der Uebel- 
stand, dass, wenn die aj-Axe nach rechts (also wie wir schreiben) in der 
Tafel und die »y-Ebene, wie es für die Darstellung von Flächen bequem ist, 
horizontal gelegt wird, der Zuschauer, wenn er vor der Tafel steht, nicht 
in den durchaus positiven Eaumoctanten kommt. 
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sehen Kiäfte nicht erheblich beeinflussen, für die scheinbaren 
Femkräfte Wirkong gleich G^enwirknng sein. 

Wenn wir daher auch nicht behaupten können, dass jeder 
Magnetpol m auf jedes Stromelement eine Kraft ausübt, welche 
dem m'- fachen der durch Gleichung 82 bestimmten gleich, 
aber entgegengesetzt gerichtet ist, so muss doch die Gesanunt- 
kraft, welche wahre Magnetismen, falls deren Existenz an- 
genonunen wird, auf einen geschlossenen Strom ansähen, immer 
dieselbe sein, als ob jenes der Fall wäre. Ebenso muss in 
dem zuletzt betrachteten Falle der Magnetpol m', dessen Co- 
ordinaten x,y, z seien, auf ein in der Entfernung q befind- 
liches positives Solenoidende mit den Coordinaten x\ y, z 
Kräfte ausüben, deren Componenten in den Coordinaten- 
richtungen sind: 

Die Kraft ist also dieselbe, als ob das Solenoidende ein 
Magnetpol von der Intensität ifNMf^ = i'^fNMwsLre, wobei 
r die im elektrostatischen, {^ die im elektromagnetischen 
Maasse gemessene Stromintensität ist. 

§ 22. Magnetische Kräfte eines beliebigen Stromes aus 
denen eines Elementarstromes berechnet. 

Um die Werthe cc,ß,y, die durch einen beliebigen ge- 
schlossenen Strom von der elektrostatisch gemessenen Inten- 
sität i bedingt werden, zu finden, construiren wir eine beliebige 
Fläche F, welche rings von dem geschlossenen Strome um- 
grenzt wird, und darauf in bekannter Weise unendlich viele, 
unendlich kleine geschlossene Strömchen, die sich im Innern 
der Fläche überall aufheben, an deren Rande aber zum 
gegebenen elektrischen Strome vereinigen. Jedes dieser 
Strömchen können wir durch einen Nordpol in dessen 
Inneren und einen Stiüpol in der Distanz S in der positiven 
Normalenrichtung davon entfernt ersetzen; alle zusammen, 
folglich auch den ganzen ursprünglich gegebenen Strom also 
dadurch, dass wir die Fläche F gleichmässig mit Nordmagne- 
tismus und eine unendlich nahe, überall in der Distanz S 
befindliche mit genau gleich viel Südmagnetismus belegt denken; 
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die Flächendichte des Magnetismus muss dabei i/^S sein. 
ifj ist dann das Potential' aller dieser Magnetismen anf die 
Magnetismusmenge Eins im Au^unkt, wobei als Potential der 
Magnetismen m und m' der Ausdruck mm'JQ ohne weiteren 
Faktor zu verstehen ist, und es ist: 

^"" dx ' P" dy ' ^ ^ dx' 

Auch fär die Giltigkeit dieser Formeln ist es vollkommen 
gleichgiltig, ob wir die Existenz von wahrem Magnetismus 
zugeben oder nicht; die hier fingirten Magnetismen sind ja 
nur geometrische Hilfsbegriffe für die Eechnung. 

\p kann auch als der mit der magnetischen Stromintensität 
i^Tszij^ multiplizirte Gesichtswinkel co definirt werden, unter 
dem der geschlossene Strom vom Aufyunkt aus betrachtet er- 
scheint. (D ist wie bei einem unendlich kleinen Strome mit 
positivem Zeichen zu nehmen, sobald der Strom vom Auf- 
punkt aus betrachtet dem Uhrzeiger entgegenfliesst, dagegen 
mit negativem, wenn er wie der Uhrzeiger fliesst, sobald der 
Zahlenwerth von co kleiner als 2 7r ist. 

Geben wir die Existenz von wahrem Magnetismus zu, so 
wirkt auf die wahre Magnetismusmenge m^j in der Abscissen- 
richtung die Kraft a . m^. Da von m^ nach allen Richtungen 
Anm^ Ejraftlinien ausgehen, so ist ca^Zjniyjj wobei Z die 
Anzahl der ErafÜinien vorstellt, welche der Pol m^ durch den 
geschlossenen Strom hindurchsendet, und zwar von der Seite, 
von wo aus gesehen der Strom dem Uhrzeiger entgegenfliesst 
nach der anderen hin. Daher wird: 

Die Kraft, welche auf die Magnetismusmenge m^ in der Ab- 
scissenrichtung wirkt, ist: 

Würde der Strom im magnetischen Maass gemessen, so wäre: 

y , d Z 

Analoge Ausdrücke gelten für die Kräfte, welche in der 
Richtung der y- und z-Axe wirken. Die Arbeit, welche die 
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scheinbar auf den Magnetismus wirkenden Kräfte bei einer 
Bewegung desselben leisten, ist daher gleich der Abnahme der 
Grösse iZj^. 

Wären beUebig viele Magnetpole vorhanden, so wäre die 
Arbeit bei einer beliebigen Bewegung derselben 

87) SA=^ -^<y^^, 

wobei -S'Z die Gesammtzahl der Kraftlinien ist, welche afle 
Magnetpole durch den Stromkreis schicken; 6JSZ ist der Zu- 
wachs von 2Z. 

Nach dem oben erwähnten Principe der Gleichheit der 
Wirkung und Gegenwirkung ist auch umgekehrt bei einer 
Lagenänderung des Stromkreises die Arbeit der scheinbar auf 
ihn wirkenden Kräfte durch die Formel 87 gegeben. Eine 
Deformation des Stromkreises müsste man sich dabei durch 
eine Verschiebung mehrerer Stromkreise ersetzt denken, 
welche sich, wie die früher benutzten Elementarströmchen, an 
allen Stellen, wo sie nicht mit dem ursprünglich gegebenen 
Strome zusammenfällen, aufheben. Der Zuwachs der letzteren 
Grosse stellt auch dann noch die Arbeit der scheinbar auf 
den Stromkreis wirkenden Femkräfte dar, wenn die Kraftlinien 
von anderen Strömen herrühren, da ja für die Kräfte, welche 
auf den Stromkreis wirken, wieder nur der Zustand der un- 
mittelbar benachbarten Partien des Aethers maassgebend ist, 
gleichgiltig, woher cc,ß,y stammen. 

Die Anzahl der Kraftlinien, welche durch einen ge- 
schlossenen Stromkreis gehen, ist: 

^Z = f Mdo\cccos{nx) + ßcos{nt/) + ycos{nz)'], 

wobei do wieder ein Flächenelement einer beliebigen, durch 
den Strom begrenzten Fläche F, n die in der Richtung, in 
welcher die Kraftlinien durch die Fläche hindurchgehen, ge- 
zogene Normale ist. Diese Formel ist natürlich wieder davon 
unabhängig, ob man wahren Magnetismus annimmt oder nicht. 
Wird das Feld speciell durch einen zweiten geschlossenen 
Strom 8' mit der Intensität i" erzeugt, stammen also ccjß^y 
von diesem her, so ist nach der Formel 78: 

1 ( dg dr 



H \d% dy 
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und wenn M constant ist, wird nach dem Stokes' sehen Satze 
(vgl. l.Th., Art. 76): 

2Z=^ - ^j ds (jöA + ?iiA + rv), 

wobei ds ein Linienelement des ersten Stromkreises, k, fi, v 
dessen ßichtungscosinns sind. 

Bezeichnet man mit ds' ein Linienelement des zweiten 
Stromkreises S\ mit X',(i',v' dessen ßichtungscosinus, und mit 
Q die Entfernung zwischen ds und ds', so ist: 

^"-•'/^. »^-''/^'. -.-/^. 






wobei a =^ XX + fxfx' + vv' der Winkel der beiden Elemente 
ds und 6^*5' ist. 

Die Arbeit, welche die scheinbar zwischen den Strom- 
kreisen wirkenden Femkräfte leisten, ist also gleich dem Zu- 
wachse der Grösse: 

ii' M n r (rdsds' 



88) -i^^=^// 



Q 



Wenn dieser Zuwachs positiv ist, heisst dies, dass die 
Verschiebung in der Richtung stattfindet, in welcher die schein- 
baren Femkräfte wirken. Für das magnetische Maass der 
Stromintensität tritt wieder an Stelle des Faktors 1/))^ die 
Einheit. 

Die Kräfte, welche gleiche Ströme in verschiedene Flüssig- 
keiten getaucht auf einander ausüben, sind dem M derselben 
direkt proportional, wenn im Innern der Drähte durch die 
Ströme kein freier Magnetismus erregt wird, also das M im 
Linem der stromführenden Drähte ohne Einfluss ist. Letzteres 
könnte eintreten, wenn der stromführende Draht ein dicker 
Eisendraht wäre, der sich an gewissen Stellen selbst solenoid- 
artig umschlingen würde. 

Wir sahen, dass die Wirkung wahrer Magnetismen in 
verschiedenen Flüssigkeiten dem M verkehrt proportional ist. 
Die von Strömen auf wahre Magnetismen aber ist von M un- 
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abhängig, üeber die Ableitung des Ampere 'sehen Gesetzes 
aus dem Ausdrucke 88 Tgl. I. Th., Art. 92. 

Wäre M yariabel, so kämen dazu noch die Kräfte, die 
von den Magnetismen herrühren, welche durch die von diesen 
Strömen erzeugte magnetische Polarisation dort frei werden, 
wo M variabel ist, oder einen plötzlichen Sprung macht. 
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§ 23. Magnetische Energie des Feldes. 

Wir wollen nun noch den Ausdruck für die Energie des 
Feldes aufsuchen, welche durch das Zusammensein von elektri- 
schen Strömen mit anderen, oder, falls wir wahren Magnetis- 
mus zugeben, auch mit wahren Magnetismen bedingt ist. Zu 
diesem Zwecke stellen wir uns folgendes Problem. Wir haben 
ein beliebiges Magnetfeld, welches durch beliebige andere 
stationäre Ströme, vielleicht auch durch wahre Magnetismen, 
wenn wir deren Existenz zugeben, hervorgerufen ist. Vermöge 
dieser Ursachen sollen in einem Au^unkte mit den Coordi- 
naten ar,y, z die Grössen a,/9,/ bestimmte Werthe haben, die 
wir einfach ohne jeden Index bezeichnen. In dieses Feld soll 
ausserdem noch' ein geschlossener linearer elektrischer Strom 
8 von der Intensität i gebracht werden. Wäre er allein vor- 
handen, so würden cc,ß,y im Aufpunkte die Werthe haben: 

^1 "" da? ' ^1 "^ dy ' ^^^ dx' 

wobei 1// = ico/l) und co ganz wie früher der Gesichtswinkel 
ist, unter dem der Stromkreis vom Aul^unkte aus betrachtet 
erscheint; das Zeichen von cö bestimmt sich wie dort. Die 
gesammte Energie des Feldes ist nach Formel B: 



+/-^'''^i+/'''i+y^i)''^- 
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Wenn weder das Feld noch der Strom verändert wird, son- 
dern bloss der letztere sich im Felde bewegt, so ändern sich 
die beiden ersten Integrale rechts nicht, sondern bloss das 
dritte, welches wir mit i.ii bezeichnen wollen. 

Die Funktion t/;, deren negativen Ableitungen «i , /?i, Yi sind, 
ist mehrdeutig, da durch den Stromkreis der unendliche Baum 
zweifach zusammenhängend geworden ist. Sie wird eindeutig, 
wenn wir den Baum durch eine beliebige Fläche F, welche 
vom Stromkreise umrandet wird, durchschneiden. Dann liefert 
die partielle Integration: 

ß = — — =T- l do -3f [acos (war) + ß cos {ny) + y cos {nz)] («g — coy) 

4 7% Df t/ 



+ 



47t 



,j„,,pm^im^^]. 



Dabei ist do ein Flächenelement der Fläche F, n dessen Nor- 
male, cög der Werth von co unmittelbar an Jo auf der posi- 
tiven, (öj auf der negativen Seite der Normalen. Ziehen wir 
daher die Normale nach jener Richtung hin, wo sich das Auge 
befinden muss, damit der positive Strom wie der Uhrzeiger 
fliesst, so ist co^=2:;r, (o^= —2it, und w nimmt ab, wenn 
man sich von der negativen Seite der Normalen aussen um den 
Strom herum, ohne die Fläche F zu durchsetzen, bis zur posi- 
tiven begiebt. Daher ist cög— €öj= — 4;r, und wir erhalten: 

ß = =- I Mdo [cc cos {nx) + ß cos (ny) + y cos {n z)] 

-\ =- ( CO dr 

Hier ist: 

89) / Mdo [cc cos {nx) + ß cos (ny) + y cos (n z)] = 2Z 

die Anzahl der Kraftlinien, welche durch die Fläche F von 
der negativen gegen die positive Normalenseite hindurchgehen. 
Ist nun das Feld nicht durch andere Ströme, sondern bloss 
durch wahre Magnetismen erzeugt, so sitzt in jedem Volum- 
elemente dr, wo der Ausdruck: 



diMa) djMß) d(MY) 
dx dy dx , 



l 



d(Mai) djMß) diMf) 
T TT. r 



dx dy dx 

nicht verschwindet, die wahre Magnetismusmenge: 
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dl \d(Ma] 
4n \_ dx 

L dx 



, d{MJ)_ d{Mr) ] 
"^ rfy "^ d* J ' 

von welcher 

d{M^ d{Mr) ] 

"^ dy ^ dx \ 

ErafUinien ausgehen. 

4nJ l dx dy . dx j 

ist daher die Zahl der Ei-aftlinien, welche alle wahren Magne- 
tismen durch die Fläche F hindurchschicken, und zwar von 
der Seite, wo der Strom dem Uhrzeiger entgegenfliesst, nach 
der anderen hin, also von der negativen gegen die positive 
Normalenseite. Dieser Ausdruck muss daher dem Aus- 
drucke 89 gleich sein, da er dieselbe Anzahl von Kraftlinien 
darstellt. Hieraus folgt ii = 0. Dem Zusammensein eines 
Stromes mit wahrem Magnetismus entspricht daher keine 
Energie des Feldes. Werden ein elektrischer Strom von un- 
veränderlicher Intensität und wahre Magnetismen gegen ein- 
ander bewegt, so wird die hierzu erforderliche Arbeit nicht 
dem Energievorrathe des Mediums entnommen, resp. kommt 
ihr zugute, sondern der Energiequelle, welche den elektrischen 
Strom treibt. Sind dagegen keine wahren Magnetismen vor- 
handen, so wird 



90) 



iii = — ^ I Mdo [cc cos {nx) + ß cos {ny) + y cos (nz)] 






(vgl. Formel 89). 

Die Arbeit der Kräfte, welche von Strömen scheinbar auf 
Magnete ausgeübt werden, ist bei Bewegung der letzteren nach 
Formel 87 gleich der Abnahme der Grösse 12 Zj^, Dieselbe 
Grösse giebt daher umgekehrt die Arbeit bei Bewegung der 
Ströme im Felde, und zwar nicht bloss, wenn dieses durch 
wahre Magnetismen, sondern auch, ^enn dasselbe Feld durch 
andere Ströme erzeugt wird. Werden daher Ströme relativ 
gegen einander bewegt, so wächst die Energie des Mediums 
um einen Betrag, der genau gleich der Arbeit der Kräfte ist, 
welche diese scheinbar aufeinander ausüben. Letztere Arbeit 
ist aber wieder dem Zuwachs der sichtbaren lebendigen Ej*aft 
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(oder Arbeit) gleich. Daher muss jetzt den elektromotorischen 
Kräften, welche die Ströme treiben, doppelt so viel Energie 
entnommen werden. Die Hälfte kommt sichtbar zum Vorschein, 
die andere Hälfte wird in unsichtbare Aetherenergie verwandelt. 

Bei zwei nahen gleichlaufenden kreisförmigen Strömen z. B. 
gehen die Kraftlinien des einen in negativer Richtung durch den 
andern. Werden beide Ströme einander genähert, so nimmt 
der Absolutwerth von ^^ zu, mit Bücksicht auf das Zeichen 
nimmt also ^^ab, demnach die Mediumenergie nach Formel 90 
zu. Aber auch die sichtbare Energie nimmt zu; die Ströme 
bewegen sich mit Beschleunigung gegeneinander oder leisten 
sichtbare Arbeit. Beide Energiezuwächse müssen von den elektro- 
motorischen EjTäften bestritten werden, welche die Ströme 
treiben. Werden deren Intensitäten constant erhalten und sind 
ausserdem keine anderen sichtbaren Bewegungen Torhanden, 
so haben diese elektromotorischen Kräfte keine Energie zu be- 
streiten ausser diesen Energiezuwächsen und der Joule' sehen 
Wärme. 

Man sieht daraus, dass die Berechnung der ponderomo- 
torischen Kräfte aus der Energie des Mediums nur dann ge- 
stattet ist, wenn, wie in der Elektrostatik und bei der Wechsel- 
wirkung wahrer Magnetismen, keine andere Energiequelle vor- 
handen ist. 

§ 24. Ableitung der magnetischen Erscheinungen, 
ohne die Annahme der Existenz von wahren 

Magnetismen. 

Wir sind in der Ableitung aller dipser bekannten Lehr- 
sätze wesentlich dem Ideengange Hertz' gefolgt. Diese Be- 
weisführung ist ohne Zweifel richtig, giebt aber kaum einen 
klaren Einblick in den inneren Zusammenhang. Vollkommen 
erschöpfend kann die Theorie der ponderomotorischen Kräfte 
natürlich erst in der Elektrodynamik bewegter Körper gleich- 
zeitig mit der Elektrostriction im allgemeinsten Sinne des 
Wortes, d. h. der Lehre von den Druckkräften und den De- 
formationen, welche durch elektrische und magnetische Kräfte 
entstehen, behandelt werden. 

Doch will ich schon hier darauf hinweisen, welch tiefen 

Boltzmann, Vorlesungen, 11. g 
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Hiiiblick in den inneren Zusammenhang dieser Thatsachen 
MaxweH's mechanisches Modell gewahrt, nnd zwar will ich 
mich dabei der Form bedienen, die ich dem Modelle im 
I. Theile dieser Vorlesungen gab. 

Die Kräfte, welche an den beiden Enrbeln der Fig. 4 
der vierten Vorlesung daselbst, oder besser an den beiden 
Riemenscheiben des Apparates auf Tafel U wirken, stellen 
die beiden elektromotorischen Kräfte dar, welche die beiden 
Ströme treiben. Der einfachste Fall ist der, dass beide Ströme 
parallel, gleich stark nnd entgegengesetzt gerichtet sind. Dann 
dreht sich das Bohr, welches die mittlere Masse 9713 trägt, 
nicht. BeinngeändertemSelbstindnctionscoef&cientender beiden 
Stromkreise bedingt eine Vergrössemng der Entfernungen r^ und 
r, der beiden anderen Massen iti^ und m^ Ton der Axe eine 
Annäherung von m^, also Verkleinerung des wechselseitigen 
Inductionscoefficienten, entspricht also einer Entfernung der 
beiden parallelen, entgegengesetzt gerichteten Ströme von 
einander. Dabei wird von der scheinbaren Abstossung der- 
selben Arbeit geleistet. 

Gerade so werden im Modell die Fäden, welche an «ij 
und WI3 befestigt sind und z. B. durch Gewichte gespannt sein 
können, hineingezogen, also die Gewichte, welche sichtbare 
ponderable Massen darstellen, gehoben, oder ihre lebendige 
Kraft erhöht. Die elementarste Ueberlegung zeigt nun, dass 
auch im Modelle, wenn man die Winkelgeschwindigkeiten, 
welche die Stromstärken darstellen, constant erhält, die Kräfte, 
welche die Kurbeln treiben, doppelt so viel Arbeit leisten, als 
zur Hebung der Gewichte nothwendig ist. Die andere Hälfte 
derselben wird zur Erhöhung der lebendigen Bjraft der Massen 
TWj und wig verwendet, was der unsichtbaren lebendigen Kraft 
des Aethers entspricht. Diese eine Uebereinstimmung genügt, 
um die Vorzüge einer mechanischen Erklärung der elektrischen 
Erscheinungen zu zeigen. 

Auch nach der hier in der ersten Vorlesung besprochenen 
mechanischen Hypothese sind stationäre elektrische Ströme 
cyklische Bewegungen. Die Intensitäten zweier solcher elek- 
trischen Ströme sind durch die Aenderungsgeschwindigkeiten 

-^ und -^ 

dt dt 
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zweier cyklischer Coordinaten q^ und q^ bestimmbar. Die 
Grösse F der ersten Vorlesung dieses Buches (Gleichung B) 
ist zwar als potentielle Energie gedacht, kann aber doch in 
folgender Form dargestellt werden: 



( dq^Y B (dq^y ^ dq^ dq^ 
\ dt ) '^ 2 [ dt ) "^ dt dt ^ 



wobei A, B, C Funktionen der langsamen veränderlichen Para- 
meter sind. Daher gilt dasselbe Princip auch hier, und es 
folgt, dass die Arbeit der scheinbaren Femkräfte bei Bewe- 
gung zweier Ströme ohne Intensitätsänderung gleich dem Zu- 
wachse der durch sie bedingten Mediumenergie ist. 

Für diese Mediumenergie fanden wir aber bereits die 
Ausdrücke 90 und 88, welche auch gelten, wenn man die 
Möglichkeit wahren Magnetismus vollständig leugnet, was wir 
jetzt thun müssen, da er mit den mechanischen Vorstellungen 
der ersten Vorlesung unverträglich ist. 

Der Zuwachs der Energie 88 ist daher die von den schein- 
baren Femkräften geleistete Arbeit Hieraus folgen ohne 
Weiteres sämmtliche Formeln flir die Wechselwirkung zweier 
geschlossener Ströme, und zwar werden diese zuerst bewiesen, 
bevor noch vom Magnetismus die Rede ist. Man sieht auch, 
dass diese Wechselwirkung dem M proportional ist und ge- 
langt auch schon zum magnetischen Strommaasse, ohne noch 
vom Magnetismus etwas zu wissen, da für das Standardmedium, 
wo if = 1 ist, der Coefficient des Doppelintegrals in Formel 88 
die einfache Form i^i^ annimmt, wenn e = i„D, f = z^JJ 
gesetzt vrird. 

Ist einer der beiden Ströme ein Solenoid, dessen nega- 
tiver Pol im Unendlichen liegt, so haben gemäss den Gleichungen 
85 und 86), deren Gültigkeit ebenfalls von der Annahme der 
Existenz von wahrem Magnetismus unabhängig ist, die Grössen 
a, /9, /, welche in einem Punkte mit den Coordinaten x, y, z in 
der Entfernung q von dem positiven, im Endlichen liegenden 
Solenoidpole erzeugt werden, die Werthe 



cc= — *' 



<j) 



H dx 
und analog ß und y. Lässt man daher vom Solenoidpole nach 

8* 
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allen Richtungen gleichförmig i=z Ani^ fMNj ]D Kraftlinien aus- 
gehen, so ist die Zahl derjenigen, die normal durch die 
Flächeneinheit gehen, immer gleich der Grösse des Vektors 

M-ya^ + ß^ + y^. 

Die gesammte Energie i. Si, die also durch das Zusam- 
mensein des Solenoidpoles mit einem beliebigen elektrischen 
Strome von der Intensität i bedingt wird, ist nach Formel 90 

E ß = — ^ J Mdo [acos(nar) + /9cos {ny) + y cos {nz)\. 

Dies ist aber, wenn wir wieder ibf als constant voraussetzen, 
gleich der mit — i'/D multiplicirten Zahl Z der Kraftlinien, 
welche von dem Solenoidpole durch den geschlossenen elek- 
trischen Strom hindurchgeschickt werden. Ist m der Gesichts- 
winkel, unter welchem der Strom vom Solenoidpol aus gesehen 
erscheint, so ist 



daher ist 






. Q _ ifoMiifN 



Da dies die durch das Zusammensein des Stroms und Solenoid- 
pols bedingte Energie ist, so entspricht es der Grösse, die wir 
im I. Theil, Art. 37, mit // 1^ C, Art. 68 mit I J{s) bezeichne- 
ten; ihr negativer Differentialquotient nach irgend einer Coor- 
dinate ist nach dem allgemeinen Princip des I. Theiles dieser 
Vorlesungen gleich der Kraft, welche erforderlich ist, um jene 
Coordinate constant zu erhalten. Derselbe Diflferentialquotient, 
aber ohne Zeichenumkehr, liefert daher die Kraft, welche ver- 
möge des Zusanunenwirkens des Stromes und des Solenoid- 
poles diese Coordinate zu vergrössem strebt. Genau dieselben 
Ausdrücke stellten früher unter der Annahme der Existenz 
von wahrem Magnetismus die Kräfte dar, welche ein Strom 
von der Intensität i und ein Magnetpol von der Intensität 
i^fNMj^ auf einander ausüben, ersterer im elektrostatischen, 
letzterer im magnetischen Maasse gemessen. 

Es hat jetzt gar keine Schwierigkeit, auch noch nachzu- 
weisen, dass zwei Solenoidenden wie Magnetpole auf einander 
wirken, und zwar, wenn die Stromintentensität elektrostatisch 
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gemessen wird, wie solche von der Stärke ifNMj^, resp. 
i^f^N^Mj^ im magnetischen Maasse gemessen. 

Man kann daher auch sämmtliche magnetische Elrscheinun- 
gen erklaren, wenn man, wie es in consequenter Verfolgung 
der mechanischen Anschauung der ersten Vorlesung geschehen 
muss, jeden wahren Magnetismus leugnet, und die permanenten 
Magnete durch Solenoide ersetzt. Zwei Unterschiede scheinen 
freilich noch zu bestehen. Erstens leisten bei Bewegungen 
beliebiger Ströme oder Solenoide deren elektromotorischen 
Kräfte immer die doppelte Arbeit, als zu ihrer Bewegung er- 
forderUch ist, was nicht mehr richtig ist, wenn Ströme auf 
Magnete oder Magnete auf einander wirken. Dies erklärt sich 
folgendermaassen: Wenn ein Strom auf einen Magnet wirkt, 
so muss man die elektromotorischen Kräfte, welche die Mole- 
kularströme im letzteren treiben, zu den unbekannten Moleku- 
larkräften rechnen. Die Energie, welche ihnen entnommen 
wird, stammt also nicht aus sichtbaren Quellen, sondern ist 
so zu betrachten, als ob sie der Molekularenergie des Mediums 
entnommen würde. Wenn daher durch Bewegung eines Stro- 
mes und eines Magnets gegen einander eine sichtbare Arbeit 
Qj geleistet wird, so leistet die elektromotorische Kraft des 
Stromes eine Arbeit Q^, die genau gleich Q^ ist, und auch die 
elektromotorischen Kräfte, welche die molekularen Ströme 
treiben, leisten nochmals dieselbe Arbeit Q3, wenn diese Mole- 
kularströme constant bleiben sollen. Daraus entsteht die sicht- 
bare Arbeit Q^ und ein gleicher Betrag Q^ von Energie des 
Mediums. Es ist also ^^ = §2 = ^3 = Q^, Da aber die Arbeit 
$3 der elektromotorischen Kräfte der Molekularströme der 
Energie des Mediums entnommen wird und Q^ dieser wieder zu- 
gute kommt, so kann man es so ansehen, als ob nur die elektro- 
motorische Kraft des Stromes die sichtbare Arbeit Q^ ge- 
leistet hätte, und die Mediumenergie imverändert geblieben 
wäre. Wenn zwei Magnete auf einander wirken, so wird alle 
Arbeit der Mediumenergie entnommen, da sichtbare elektro- 
motorische Kräfte nicht vorhanden sind. 

Zweitens, wenn unveränderliche Magnete einmal in eine 
bestimmte, dann in eine andere magnetisirbare Flüssigkeit 
tauchen, so sind die Kräfte, welche sie in jeder Flüssigkeit 
auf einander ausüben, dem Werthe des M der betreffenden 
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Flüssigkeit yerkehrt proportional. Die Kräfte von Solenoiden 
dagegen sind in gleichem Falle dem M direkt proportional. 
Dies erklärt sich folgendermaassen: Die letztere Behauptung 
ist, wie wir sahen, nur richtig, wenn sowohl in der ersten 
als auch in der zweiten Flüssigkeit M an allen Stellen des 
Raumes denselben Werth hat, also der Werth des M im In- 
nern des Drahtes ohne Einfluss ist. Diese Behauptung tarifFt 
daher nur zu, wenn auch der Raum zwischen und innerhalb 
der Solenoidwindungen jedesmal Ton derselben Flüssigkeit wie 
der äussere Raum erfüllt ist. Diese Bedingung ist aber bei 
den Molekularströmen der Stahlmagnete keineswegs realisirt. 
Vgl. hierüber Wied. Ann. Bd. 48, S. 100, 1893, wo ich noch 
ausführlicher erwiesen habe, dass unter gewissen Voraus- 
setzungen alle wesentlichen Eigenschaften der Stahlmagnete, 
auch wenn man von jedem wahren Magnetismus absieht, auf 
dem Boden der MaxweH'schen Theorie vollkommen erklärt 
werden können. 



Zwölfte Vorlesung. 



§ 25. Fernwirkungsgieichungen. 

Wir sind mit der Betrachtimg aller Erscheinungen zu 
Ende, zu deren Erklärung der bisherige Grrad der Annäherung 
in der Rechnung ausreicht. Bei der Berechnung der Erschei- 
nungen der inducirten elektrischen Ströme, welche ebenfalls 
noch in der alten Elektricitätstheorie behandelt zu werden 
pflegen, müssen wir bereits in der Reihenentwickelung ein 
weiteres Glied berücksichtigen. Dies geschieht am besten, 
indem man zuerst die allgemeinen Formeln C und D, in denen 
gar nichts vernachlässigt ist, in eine andere Form bringt. 
Wir erhalten zunächst aus den completen Gleichungen D: 

1^ dt i dx dy \ dx\dx dy ^ dxj' 

Wir wollen wie früher (Gleichung 36 und 37) setzen: 



^ ^ 47iJ i) \dx ^ dy ^ dxj 471 \dx ^ dy ^ dxj' 
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WO auch die Flächenelemente von Trennimgsäächen in die 
Integration einzubeziehen, letztere daher als Volumina von 
sehr geringerer Dicke zu betrachten sind. Analog setzen wir 
zur Abkürzung: 

Dann wird _ _ 

' dx 47ilil dt[ dy d% \ 

und analoge Gleichungen gelten für Q und R. 

Diese Gleichungen zeigen, dass, wenn sich die magne- 
tischen Polarisationen rasch genug ändern, P, Q, R nicht mehr 
die partiellen Ableitungen einer und derselben Grösse nach 
den Coordinaten sind, und zwar sind die Zusatzglieder, welche 
rasch veränderliche magnetische Polarisationen zu den elek- 
trischen Kräften P, Q und R liefern, dieselben, welche elek- 
trische Ströme zu den magnetischen Kräften cc, ß, y liefern. 
Unser Bild muss daher durch die Annahme ergänzt werden, 
dass veränderliche Magnete und magnetische Polarisationen 
auf Elektricitätsmengen und auch gegenseitig auf einander 
ganz analoge Kräfte wie elektrische Ströme auf Magnetpole 
resp. gegenseitig aufeinander ausüben. 

Behandeln wir die Gleichungen C wie früher die Gleichungen 
D, ohne irgend etwas zu vernachlässigen, so erhalten wir an 
Stelle der Gleichungen 77, 78 und 33m die folgenden: 



n 



- i_ (AH _ ^^ ] _ ll. 

"~ H \ rf* dy ) dx 

^ ~~ ^ \ dx dx ) dy 

— i_ M^ _ AH] _ AJL 
' ~~ ^ \ dy dx ) dx 



Dabei ist 1/; dieselbe Grösse wie früher. Es ist also nach 
den Gleichungen 36m und 37 m: 



*) Sind nämlich f, j?, f die Coordinaten des Volumelementes dx, so 
liefert die partielle Integration: 

«^ 9 a| ^ di dx ^ q 
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Dagegen hat U folgende Bedeutong: 



t^=|^[i(P + i:) + ^4f] = z{P+z)4 






471 



wobei der angehängte Index t eine Differentiation nach t be- 
deutet. Analog sind V nnd IT definirt 

Die Gleichungen F und A enthalten zwei neue Unbekannte 
fp nnd t^; denn die Gleichungen 36 f und 36 mf sind nicht als 
zwei neue zur Bestimmung von ^ und t/; geeignete Gleichungen 
zu betrachten, da sie aus F und A und dem Verschwinden 
von q> und if) im unendlichen folgen. Setzt man die Werthe 
Yon (p und i/; aus 36f und 36mf in F und A ein, so erhält 
man nicht mehr sechs unabhängige Gleichungen for die sechs 
Unbekannten P, Q, Ey a, ß^ y. 

Um ein zur Bestimmung von P, Q, B, a, ß, y^ tp, \ff aus- 
reichendes System von acht independenten Gleichungen zu er- 
halten, muss man zu F und A noch die folgenden beiden 
Gleichungen dazu nehmen: 

1 d \ d{DP) d(DQ) d{pR)^ dL{P + X) 
i [ dx ■*■ dy ■*" d« J ■*" 



16a) 



4n dt L dx dy dx J dx 

dHQ+ 7) , dLjR + Z) _^ 
dy ■*" dz """' 



74f\ ^(^«) . djMß) d(Mr) ^ Q 

' dx dy dx 

(wobei wir wahren Magnetismus ausschliessen), sowie auch die 
Bedingung, dass fp und i/; im Unendlichen verschwinden. Für 
Discontinuitätsflächen müssen natürlich sowohl die Gleichungen 
als auch die Integrale die nach dem Principe der Continuität 
der Uebergänge gebildete Form annehmen. Diese Gleichungen 
Fj Aj 16a und 74f ersetzen die ursprünglichen Maxwell'schen 
G und D vollständig. 

Da sie u, ß, y und P, Q, B nicht bloss durch die Zustände 
der unmittelbar benachbarten Volumelemente, sondern durch 
Integrale ausdrücken, welche über den ganzen Baum zu er- 
strecken sind, so wollen wir sie die Maweirschen Fl3m- 
wirkungsgleichungen nennen. Sie sind insofern unlogischer und 
für die Berechnung rascher elektrischer Schwingungen weniger 
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brauchbar als die Gleichungen, von denen wir ausgingen, weil 
die Formeln für cc, ß, y selbst wieder die Kenntniss von 
JPjQ, B im ganzen Eaume und umgekehrt die für P, Q, 72 die 
Kenntniss von a, ß, y im ganzen Baume voraussetzt. 

Dagegen sind sie ganz gemacht zur Berechnung der an- 
genähert stationären (aphoten) Bewegung. Wären daher die 
Nahewirkungsgleichungen G und D das uns ursprünglich Ge- 
gebene, so müsste die alte Femwirkungstheorie als eine ge- 
radezu geniale Methode zur angenäherten Integration derselben 
bezeichnet werden. Hat man es z. B. mit einer endlichen 
Zahl linearer Ströme zu thun, so kann man die gesammte Be- 
wegung in jedem derselben angenähert durch eine einzige 
Yariable (die Stromstärke) charakterisiren, und aus derselben 
P, Q, R so berechnen, als ob der Strom stationär wäre. Aus den 
Gleichungen F berechnet man dann vermittelst der gefundenen 
Werthe von P, Q, R die Werthe von a^ßy und substituirt diese 
in die Gleichungen A. Man erhält dadurch gewöhnliche 
Differentialgleichungen mit einer Unbekannten für die Strom- 
stärke, am besten, indem man für jeden Stromkreis: 

f{Pdx + qdy + Rdz) 

berechnet. Aus diesen und den Anfangsbedingungen können 
die Stromstärken selbst bestimmt werden. Kann ein Theil 
einer Leitung nicht als linear betrachtet werden, so setzt man 
voraus, dass sich der Strom dort angenähert so vertheilt, als 
ob er stationär wäre. Die genauere Berechnung der Ver- 
theilung daselbst, sowie überhaupt in den verschiedenen Flächen- 
elementen des Querschnittes eines beliebigen stromführenden 
Drahtes ist Gegenstand eines weiteren Grades von Annäherung. 
Um in unserem Bilde der Erweiterung Rechnung zu tragen, 
welche die Gleichungen 77 dadurch erfuhren, das U, Vj W an 

die Stelle von p, q, r traten, müssen wir annehmen, dass 
bezüglich der inducirenden Wirkung zum galvanisch geleiteten 
Strome, der die Componenten: 

p^L{P + I), q = Z{Q+T), r = Z{R + Z) 
hat, noch ein zweiter mit den Componenten: 

DPt DQt J^^t 

hinzukommt, welcher überall sich einfach zum ersten addirt, 
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also denselben inducirenden (und nm das Energieprincip zn 
wahren, auch magnetisirenden und elektrodynamischen) Effekt 
hat. Die Elektricitätsmenge, die als galvanisch geleiteter 
Strom in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit in der Ab- 
scissenrichtung strömt, ist nach Formel 23 p = Z{P-{-J). 
In Folge der dielektrischen Polarisation hat die Volumeinheit 
nach Formel 44 das dielektrische Moment: 

in der Abscissenrichtung, welches wir uns dadurch entstanden 
denken können, dass im Volumelemente dx.dy.dz auf der zur 
Abscissenaxe senkrechten, der negativen Abscissenrichtung zuge- 
wandten Begrenzungsfläche dt/-dz die negative Mektricität un- 
beweglich sitzen bleibt, wogegen die positive Elektricitätsmenge: 

^^Pdt/dz 

um das Stück dx verschoben wird, was einem Integralstrome 

von der Intensität: 

D-b 



4n 

also von der Stromdichte: 



Pdydz, 



4n 

entspräche. Aendert sich die dielektrische Polarisation, so 
entspricht dies also einem Strome von der Stromdichte: 

D-h dP 

47r dt 

in der Abscissenrichtung, dem dielektrischen Polarisations- 
strome. Man müsste also, um zu den Formeln Maxwell's 
zu gelangen, in dem Bilde annehmen, dass die durch dielektrische 
Polarisation verschobene Elektricität, während sie verschoben 
wird, im Verhältnisse i>/-D--bmal stärker elektrodynamisch 
wirkt, als die galvanisch geleitete. Ist dagegen b gleich Null, 
so hat man der Elektricität einfach dieselbe elektrodynamische 
Wirkung zuzuschreiben, ob sie im galvanischen Strome fliesst, 
oder durch dielektrische Polarisation verschoben wird. 

Sowohl die elektrischen Kräfte P, Q, B als auch die magne- 
tischen a, ß, y erscheinen in den Formeln F und J als Summen 
zweier Addenden, von denen der eine der Differentialquotient 
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des Potentials aller wahren und durch Influenz frei gewordenen 
Mektricitäts- oder Magnetismusmengen ist, der andere aber 
die sogenannte Inductionswirkung darstellt. Die so modiflcirte 
Femwirkungstheorie liefert also nicht bloss für aphote Be- 
wegungen, sondern auch in allen anderen Fällen dasselbe 
Itesultat wie die Maxwell'sche, und es kann durch Experi- 
mente in keiner Weise zwischen beiden entschieden werden. 
Würde z. B. alles im unelektrischen und unmagnetischen Zu- 
stande sein, und plötzlich an einer Stelle Trennung von Elek- 
tricität stattfinden, so würde zunächst in der unmittelbaren 
Umgebung durch Influenz und dielektrische Polarisation ent- 
gegengesetzte Elektricität frei, welche anfangs die Fernwirkung 
der ursprünglich erzeugten Elektricität an jedem Punkte so- 
lange aufhöbe, bis er von den elektrischen Wellen erreicht 
würde. Freilich muss b so klein angenommen werden, dass 
für jeden Körper D — i positiv ist. Wäre diese Grösse für 
einen Körper gleich Null, so müsste in demselben der dielek- 
trische Polarisationsstrom unendlich stark in die Feme wirken, 
wogegen ein negativer Werth von i> — b zu Labilität des Ruhe- 
zustandes führen würde. 

Nimmt man dagegen an, dass die dielektrischen Polari- 
sationsströme wie die galvanisch geleiteten, nicht i>/i^ — b mal 
stärker wirken, so ist die experimentelle Bestimmung von b 
möglich. 

Falls man L = X= Y= Z = setzt , lassen sich in den 
Formeln die Grössen J)jP,QyR,(p vollständig mit M,a,ß,y,^ 
vertauschen. Die magnetischen Erscheinungen spielen sich 
also gerade so ab, wie die elektrischen in einem Nichtleiter, 
der von äusseren elektromotorischen Kräften frei ist. Erst 
dadurch, dass die dielektrische Polarisation eines solchen 
wieder vollständige Analogie mit der stationären Strömung 
zeigt, entsteht die weitere Analogie zwischen magnetischer 
Polarisation und stationärer Strömung, die sich aber nicht wie 
die erstere Analogie auch auf Femwirkung und Inductions- 
wirkung erstreckt, indem z. B. stationäre Ströme auf Magnet- 
pole, aber nur veränderliche magnetische Polarisationen auf 
wahre Elekricität ponderomotorisch wirken. 

In einem Systeme von Körpern, wo weder Leitungstähig- 
keit noch äussere elektromotorische Kräfte vorhanden sind. 
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werden freUich, wenn es anfangs Yollkommen unelektrisch und 
unmagnetisch war, keine elektrischen Bewegungen entstehen 
können. Wenn aber schon zu Anfang wahre Elektricität vor- 
handen war, wird diese nach den Gesetzen, welche wir kennen 
gelernt haben, ponderomotorisch und dielektrisch polarisirend 
wirken. Ebenso können auch elektrische und magnetische 
Oscillationen, welche schon zu Anfang erregt waren, weiter 
verlaufen. In diesem speciellen Falle sind dann Elektricität 
und Magnetismus durch vollkommen analoge Gleichungen be- 
stimmt. 

Da, wie wir sahen, Aenderungen der dielektrischen Polari- 
sation elektrischen Strömen vollkommen äquivalent sind, so 
müssten sich zwei Paraffinringe, in deren jedem gleichsinnig sich 
eine tangentiale (auf der Meridianebene senkrechte), rund herum 
gehende dielektrische Polarisation rasch ändert, gerade so an- 
ziehen, wie zwei elektrische Ströme. Aus der Beciprocitat 
zwischen Elektricität und Magnetismus folgt dann weiter, dass 
sich auch zwei Eisenringe, in denen sich tangentiale magnetische 
Polarisationen gleichsinnig ändern, anziehen müssen, welche 
Femwirkung ebenfalls unserem Bilde beigefügt werden müsste. 
Hierauf machte zuerst Hertz ^) aufmerksam. Auch Paraffin- 
ringe, die einem verwandten Zwecke dienen sollten, hatte 
Hertz schon gegossen. ^ 

§ 26. Induction in einer geschlossenen Bahn. 

Wie schon bemerkt, müssen wir, um die Inductionsströme 
zu erhalten, in Formel A auch die letzten Glieder rechts be- 
rücksichtigen, dürfen also P, Q, JR nicht mehr als Ableitungen 
einer und derselben Grösse nach den Coordinaten betrachten. 
Um aus den Gleichungen A die Grösse qp zu eliminiren, be- 
stimmen wir 

f{Pdx+ Qdy + Rdz)j 

über die ganze geschlossene Strombahn erstreckt, in welcher 
der Inductionsstrom zu berechnen ist. Es ergiebt sich: 



*) Hertz, Wied. Ann., Bd. 23, S. 84, 1884. 

^ Siehe dessen Untersuchungen über die Ausbreitung der elektrischen 
Kraft, S. 7. 
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daher nach dem Stok es 'sehen Satze, da 



dt 



djMtt) djMß) diM^y ] 
dx dy dx \ 



und daher auch 



d_ \dMa_ dMß dMY 



dt L dx dy dx 

jedenfalls verschwinden, 
j {Pdx + Qdy + Rdz) = - -^-jj jdolJM^cos{nx) 



+ JMßcos{nt/) + JMycos{nz)'], 



und da AMa=^ ---^nMa^ so folgt weiter: 

94) / {Tdx + qdy + Rdz) = ^-^ Mdo^a cos{nx)+ß cos {nt/) 

+ y cos (w z)\. 

Man kann diese Gleichung nach Hertz einfacher finden, indem 
man zuerst schreibt: 



y*(Prfx + «cfy + Ärfz) = J[(4|- -- 4J) cos(72:r) 

idP dR\ f . , (dQ dP\ , vi 



+ 

und dann für 



doy 



dB dQ 



dy dx 

und die beiden analogen Grössen deren Werthe aus den 
Gleichungen D substituirt. Ich habe aber absichtlich den 
obigen weitschweifigen Weg eingeschlagen, weil er die Natur 
dieser Grössen als Correctionsglieder zu P, Q, ^, die über 
eine geschlossene Curve integrirt, nicht verschwinden, während 
die Hauptglieder verschwinden, besser hervortreten lässt. 

Wenn das Integrale der rechten SeitQ der Formel 94 eine 
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lineare Funktion der Zeit ist, was in allen Fällen mit Aus- 
nahme der raschesten elektrischen Schwingungen sehr ange- 
nähert erf&llt ist, so wird der Indnctionsstrom Tollkommen 
stationär nnd seine Stromintensität J= am in jedem Quer- 
schnitte e des Leiters dieselbe, oi ist die Stromdichte normal 
zum Querschnitt a. Die Gleichung 20 liefert daher 

Jds = oLNdg = aL{Pdx + Qdy + Sdz), 
folglich: 

wobei £1 dieselbe Bedeutung wie in Gleichung 90 hat. Da 
i £ij wie wir schon sahen, das elektrodynamische Potential der 
beiden Ströme auf einander ist, so liefert dies die bekannten 
Franz Neumann'schen Gesetze for die galyanische Induction. 
Nach Gleichung 88 wird, wenn nur ein einziger Strom von 
der Intensität i inducirend wirkt: 

Q „TM Cd 8 d s^ coB(d 8y d 8^ 

Ich will hier noch die folgende Bemerkung beifugen. Sei 
ein ganz beliebig gestalteter leitender zweifach zusammen- 
hängender Baum (Bing) gegeben; daselbst soll durch veränder- 
liche, ausserhalb der Bingmasse liegende, elektrische Ströme 
oder Magnete ein elektrischer Strom inducirt werden. Die 
Aenderungsgeschwindigkeit der Ströme und Magnete soll durch 
einige Zeit constant sein. Dann ist bekanntlich immer: 



^^Ä 



dMß 



d 



* dy \ ^ di l dx dx \ 



"^ dt[ dy dx J 

im Innern der Bingmasse das vollständige Differential einer 
mehrdeutigen Funktion 

Die Gleichungen A liefern daher 

dx d X 

Setzen wir daher: 
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SO sind innerhalb der Eingmasse Pj, Q^, R^ die partiellen Ab- 
leitungen einer eindeutigen Funktion der Coordinaten nach 
diesen, da cp au3 den in § 18 S. 90 angeführten Gründen 
eindeutig ist. Da x nicht von der Zeit abhängt, kann man 
die erste der Gleichungen C auch so schreiben: 



D dP^ 
D dt 



dx dy D V ^ dx 1^ 



und analog die beiden anderen für die y- und 2:-Axe, Genau 
dieselben Gleichungen, denen hier die Grössen Pj, Qj, i2j 
genügen, würde man für P, §, R erhalten, wenn die Elektri- 
citätsbewegung überall stationär wäre, also keine inducirenden 
Ströme oder Magnete vorhanden wären, dafür aber 

T— ^x xr_ dx y__ dx 

dx ^ dy ^ dx 

wäre. Alsdann würden die Gleichungen D nur fordern, dass 
P, Q, Ä die Ableitungen derselben Grösse nach den Coordi- 
naten sein müssen, welcher Bedingung ebenfalls P^, Qj, R^ 
genügen. Es haben also bei dem Problem der Induction 
Pj, Qj, R^ dieselben Werthe wie beim letzteren Problem 
P, Q, R. Da aber bei ersterem Problem iP, i/Q, LR, bei 
letzterem 

Z(P, + X) = LP, Z{Q, + Y) = ZQ, L{R, + Z) = LR 

die Stromdichten sind, so ergiebt sich, dass beim ersten Problem 
die Inductionsströme genau dieselben Gesetze befolgen, wie 
beim letzteren die durch äussere elektromotorischen Kräfte 
erzeugten, deren Componenten ebenfalls die partiellen Diffe- 
rentialquotienten der mehrdeutigen Funktion x süid» 

Da wir im § 18 sahen, dass im letzteren Falle der Ver- 
lauf der elektrischen Ströme unabhängig von der Form der 
Funktion / und bloss proportional der Constanten ist, um 
welche diese bei einem Umlauf um den King wächst, so ist 
auch der Verlauf der Inductionsströme derselbe, sobald nur 
für die jetzt wieder mit x bezeichnete Funktion diese Con- 
stante denselben Werth hat. 

Wir sahen femer folgendes: Wenn der Ring statt aus 
leitender Substanz aus verschiedenen Dielektricis gebüdet wäre, 
deren Dielektricitätsconstanten durchaus sehr gross gegenüber 
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den Dielektricitätsconstanten der den Bing umgebenden Körper 
wären, so würden genau dieselben Grenzbedingungen, wie f&r 
einen Bing aus leitenden Substanzen gelten, nur dass die D an 
Stelle Yon 4 sr X träten. Wie früher die Stromdichten, so wären 
jetzt die Gomponenten der dielektrischen Momente den Grössen 
-P> C> ^ proportional. Unter dem Einflüsse derselben indn- 
cirenden Ejräfte würden sich also die dielektrischen Polarisa- 
tionen gerade so vertheilen, wie in einem leitenden Binge die 
Stromstärken, und ebenso würden sich auch in einem aus 
yerschiedenen weichen Eisensorten bestehenden Binge unter 
dem Einflüsse gleicher magnetisirender Kräfte die magnetischen 
Polarisationen verhalten, falls nur die Magnetisirungsconstanten 
sämmtlicher Eäsensorten genügend gross wären. 



Dreizehnte Yorlesung. 



§ 27. Veränderte Form der aus MaxwelPs Theorie 
folgenden Fernwirkungsgieichungen. 

Wir wollen zunächst an den Maxwell'schen Gleichungen 
einige rein formale Veränderungen vornehmen. Um Platz zu 
ersparen, schreibe ich immer nur die auf die x-Bichtung be- 
züglichen Formeln, ohne besonders hervorzuheben, dass ana- 
loge auch für die y- und 2:-Bichtung gelten, da der Leser 
immer leicht selbst sehen wird, wo dies der Fall ist Wir 
setzen zunächst in Gleichung D M=M' + my wobei m wieder 
eine beliebige, för alle Körper zu allen Zeiten constante Grösse 
ist. Alsdann difierenziren wir die zweite der Gleichungen D 
partiell nach z, die dritte partiell nach y und subtrahiren. 
Wir erhalten dann: 

m d ( dß __ ^\ 1 d ( djM'ß) _ d(Jf» \ 
^ dt\dx dy ) '^ '^ dt\ dx dy ) 



dx \ dx dy dx j^ 
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und hieraus: 



^^ ~d~x ~W~di' "^ 47111 'di[ dy dx J* 

wobei, wie früher, 

93) ü = L[P+X) + D.Ptl4:n. 

Die drei Gleichungen, deren Repräsentant Am ist, im Vereine 
mit r, 16a und 74f ersetzen die Maxwell'schen vollständig. 
Wir können diese Gleichungen folgendermaassen interpretiren: 
Die elektrische Kraft P in einem Punkte Ä des Eaumes (Auf- 
punkt) setzt sich aus drei Addenden zusammen. Der erste 
Addend ist die elektrostatische Kraft, Es ist dies die Kraft, 
welche eine Masse, die den Baum mit der Dichte 

1 ( dP dQ_ dR \ 
4n \ dx dy d% ) 

erfüllen würde, auf eine im Punkte Ä befindliche Masse 1 
nach dem Newton'schen Gravitationsgesetze ausüben würde. 
Der constante Faktor bei letzterem ist dabei gleich 1, dieses 
also in der Form mm'/(>^ zu denken und es wird ange- 
nommen, dass gleichbezeichnete Massen sich nach diesem Ge- 
setze abstossen. 

Der zweite Addend ist die elektrodynamische Kraft. Um 
diese zu interpretiren, erklären wir zuerst die Gleichungen F. 
Wir denken uns nämlich zur Stromdichte des galvanisch ge- 
leiteten Stromes p = L{P + X) noch die dielektrische Strom- 
dichte LPtj^iTi hinzu addirt. Die Summe p + DPi/int = u 
nennen wir die gesammte nach der X-ßichtung geschätzte Strom- 
dichte und definiren ebenso v und w. Jedes Volumelement 
dxdydz ist nun drei Stromelementen mit den Intensitäten 
udydzy vdxdz, wdxdy und den Längen dx, dy und dz 
äquivalent. 

Als das elektrodynamische Potential der Stromelemente 
ds, ds' mit den Stromintensitäten i, i' bezeichnen wir die 
Grösse: 

,qi ii' dsds^ co^{ds,d8') 

und nehmen an, dass die ponderomotorische Kraft auf jedes 
Stromelement ids nach irgend einer Coordinatenrichtung gleich 
dem Differentialquotienten des elektrodynamischen Potentials 
aller anderen Stromelemente darauf, also des über alle anderen 

Boltzmann, Vorlesungen, TL. 9 
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Stromelemente erstreckten Integrals von dS^ nach der be- 
treffenden Coordinate ist. 

Die nach den Coordinateneinrichtangen geschätzten Kraft- 
componenten, welche infolge aller vorhandenen Ströme mit Ein- 
schluss etwa vorhandener unveränderlicher Molekolarstrome (per- 
manenter Magnete) auf das Ende eines Solenoids wirken, Sxr 
welches ifNMj^ = 1 ist, definiren wir als die Componenten 
der magnetischen Kraft (besser Feldstärke) and bezeichnen 
sie mit a, /9, y. Hierdurch sind die Gleichungen F inter- 
pretirt. Der zweite Addend im Ausdrucke f&r P ist, da wir 
hierbei Einfachheit halber tn = 1 setzen, der nach der Zeit 
genommene negative Differentialquotient des elektrodynamischen 
Potentials aller vorhandenen elektrischen Ströme auf ein im 
Au^unkt gedachtes, der Abscissenrichtung paralleles Strom- 
element von der Intensität und Länge 1. Es muss also 
angenommen werden, dass zur elektrostatischen Kraft noch 
eine zweite kommt, welche diesem Differentalquotienten 
gleich ist. 

Was endlich den dritten vom Magnetismus herrührenden 
Addenden anbelangt, so ist es nicht nothwendig, dafür be- 
sondere Grundannahmen zu machen. Es genügt vorauszu- 
setzen, dass in jedem Volumelemente kleine in sich geschlossene 
elektrische Ströme (Molekularströme) entstehen (oder sich ord- 
nen), beides unter Ueberwindung einer a proportionalen Mole- 
kularkraft, so dass für sie die Summe der Produkte aus der 
Stromintensität und der Projektion ihrer Fläche auf die yz- 
Ebene immer gleich 

M- 1 
—7 -^ 

ist, wobei a die oben definirte magnetische Kraft, M eine Con- 
stante ist. Analoges muss natürlich von der y- und 2:-Rich- 
tung gelten. Durch die Annahme, dass diese Molekularströme 
gerade so elektrodynamisch und inducirend wirken, wie sicht- 
bare Ströme, erhält man den dritten Addenden in der Gleichung 
Avx für P, den man die elektromagnetische Induktionskraft 
nennen kann. Um endlich die Gleichungen 16 a, A, 8 und 9, 
welche ja giltig bleiben, zu interpretiren, haben wir noch die 
dielektrische Verschiebung und das Fortströmen der neutralen 
Elektricität unter Gegenwirkung einer bei ersterer der Ver- 
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Schiebung, bei letzterer der Geschwindigkeit proportionalen 
Kraft ganz wie in den §§ 6, 7 und 11 anzunehmen. 

Alle diese Aussagen, welche wir hier nur als eine Inter- 
pretation der im Laufe der Untersuchung erhaltenen Glei- 
chungen aufgefasst haben, könnte man auch als Grundlage der 
ganzen Theorie an die Spitze stellen, ähnlich wie es die alte 
Fernwirkungstheorie macht. Man würde daraus sofort die 
Gleichungen F und Avx erhalten. Da wir die Magnetismen 
durch Molekularströme erzeugt denken, denen durchaus in 
sich zurückkehrende magnetische Kraftlinien zukommen, so 
würde folgen, dass Kraftlinien nirgends ihren Anfang nehmen 
oder enden können, d. h. es folgt die Gleichung 74f und endlich 
würde aus der Annahme über die stoflFliche Natur des elek- 
trischen Fluidums, wie wir sie in den §§ 5 — 12 gemacht haben, 
die Gleichung 16a folgen. Dass wir, um dem dielektrischen 
Polarisationsstrom Bechnung zu tragen, zup das Glied D.P^I 4:7t 
addirt haben, könnte man wieder damit motiyiren, dass er 
D — b/i> mal stärker als der galvanisch geleitete Strom wirkt. 
Aus den Gleichungen F, Jm, 16a und 74 f könnte man dann 
umgekehrt die MaxwelPschen Nahewirkungsgleichungen ab- 
leiten, welche für uns den Ausgangspunkt bildeten. 

Eine weitere, rein formale Veränderung ergiebt sich, wenn 
man statt Z, J, Z drei Grössen S, ^, 3 einführt, welche für 
^ = — 00 verschwinden und die Differentialgleichungen erfüllen: 



95) 



47r dt 



+ Ldl = £X 



R^iA + li.LZ 



d. h. wenn man setzt: 









— OD 



wobei b vorläufig eine beliebige Constante ist. Analoge Werthe 
haben ^ und Q. 

Sind uns die Grössen X, T, Z als Funktionen der Zeit und 
der Coordinaten gegeben , so sind es auch X, ^, Q. Sind X, J", Z 

9* 
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ftir längere Zeit constant, so wird 3E = X, ^ = Yj Q^ Z. Da 
nur dieser Fall einigermaassen genauer nntersncht ist, so lässt 
sich in keiner Weise entscheiden, ob es zweckmässig ist, die 
Grössen X, F, Z oder X, D, 3 ^ ^^^ ^^^ aussen wirkenden 
Kräfte zu betrachten. Durch Einf&hrung von X, ^, 3 ^^ SteUe 
von X, Yj ^verwandeln sich die Maxweirschen Nahewirkungs- 
gleichungen C in Gleichungen von der Form: 

während die Gleichungen D unverändert bleiben. Die Fern- 
wirkungsgleichungen /^und Jm ändern sich nur insoweit, dass 
U, Fy W statt durch die Gleichungen 93 durch Gleichungen be- 
stimmt werden, welche die Form haben: 



933E) jr=Z(P + 3E) + 4- + -^V^X«- 

Für b = wirken die äusseren elektromotorischen Kräfte, 
wenn man sie auf die Form X, ^, 3 bringt, in dem Bilde auf 
die Strömungselektricität und Polarisationselektricität gleich- 
massig. Auf die Möglichkeit einer solchen Form wurde schon 
am Schlüsse des § 11 hingewiesen. Durch Einfuhrung von 
X, ^, 3 g^bt femer die Gleichung 16a über in: 

1 d 



16X) 



47T dt 



dx dy 



(^(Z)-b)(Jg + 8) 1 , dL{P'\-'S) dLjQ + m 
dx \ dx dy 



dLjR + S) ^ b d fdP dQ dR\ 

dx 471 dt\dx dy dxf' 



Wollen wir diese letzte Gleichung durch unser Bild darstellen, 
80 identificiren wir zunächst b mit der bei Einführung der 
freien Elektricität im Bilde so bezeichneten Grösse. Für die 
Componenten des dielektrischen Moments der Volumeinheit in 
den drei Coordinatenrichtungen müssen wir dann die Werthe 
annehmen: 

44X) E'=6'(P-hX), t=e{Q + m^ ä'=6'(Ä + 3), 
wobei 

4 Ti; 

dieselbe Grösse ist, die wir früher mit s^h bezeichnet haben. 
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Für die Dichte der freien Elektricität dagegen müssen wir den 
Werth annehmen: 



373E) 



E'== 



An 



dP dQ dB 

H TT. I 



dx 



dy 
d 



dx 



An 



.(«;-.) 



dx 



+ 



('r-«)/(^^) 



dy ' dx 

Die Gleichung 16X verwandelt sich dann in: 

dE du' dv' dw' 



16b) 
wobei : 



dt 



dx 



dy 



dx 



u = 



dl' 
dt 



+ 



X e 






t)' 



X 6 



f J 






8 



X = 



L 



ist. Das Bild stellt dann zunächst die Gleichungen dar, deren 
Nummern mit dem Index 3£ versehen wurden. Und da diese 
noch immer mit den ursprünglichen Maxwell' sehen identisch 
sind, so ist es nur ein verändertes Bild, das auch wieder die 
ursprünglichen Maxwell' sehen Gleichungen darstellt, und wir 
befinden uns noch ganz auf dem Boden der Maxwell'schen 
Theorie. Es ist zwar das Bild, nicht aber die durch dasselbe 
oder durch die Gleichungen dargestellten Erscheinungen vom 
Werthe des b abhängig. 

Doch führen diese Gleichungen jetzt von selbst auf eine 
verallgemeinerte Theorie, welche nur für verschwindende b mit 
der Maxwell 'sehen identisch wird, für andere Werthe des b 
aber Erscheinungen darstellt, die vom Werthe des b abhängen. 



§ 28. V. Helmholtz'sche Theorie. 

In unserem neuen Bilde ist gemäss der in § 25, pag. 122 
entwickelten Principien die Aenderung der dielektrischen Polari- 
sation einem Strome äquivalent, dessen in der Bichtung der 
Abscissenaxe geschätzte Dichte gleich «'(P^+X^) ist. Es liegt 
nun der Gedanke nahe, wie in 16b, so auch in CX resp. 
93 X zum galvanisch geleiteten Strome an Stelle des Gliedes: 

DP, D-h 



An 



A n 
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bloss den im Bilde erscheinenden dielektrischen Polarisations- 
strom: 

hinzu zu addiren. Die Fernwirkungsgieichungen F und Jm 
bleiben dann unverändert, jedoch sind U, F, W an Stelle der 
Gleichungen 93 oder 93S jetzt durch Gleichungen von folgender 
Form bestimmt: 



Es ist dann nicht mehr: 



l - 

--r = U 



du ^ dV ^ dW f. 
"T -J-. — I — -Tzr == ^« 



dx dy dx 

Es ist daher mit den Gleichungen A m nicht mehr verträglich 

zu setzen: 

Qß\ A dP . dQ . dR 

Wir wollen (p noch inmier als das Potential einer Masse de- 
finiren, welche den Baum mit der Dichte Wji erfüllt, d. h. 
wir halten das Coulomb 'sehe Gesetz für die Wirkung der 
Elektricitätsmengen auf einander aufrecht. E' ist aber nicht 
mehr durch die Gleichung 37 X definirt, sondern bloss durch 
die Gleichung 16b). Sein Anfangs werth für ^= ist willkür- 
lich (gleich der gegebenen schon anfangs vorhandenen freien 
Elektricität), d. h. wir halten daran fest, dass der Gehalt eines 
Yolumelementes an freier Elektricität sich nur dadurch ändern 
kann, dass Elektricität entweder hinzu- oder hin weggeleitet 
oder durch dielektrische Polarisation hinein- oder heraus- 
geschoben wird. Man kann aber die Gleichung: 

du dV dW ^ Q 



dx dy dx 

wieder herstellen, indem man zu U, F, W noch die nach den 
Coordinaten genommenen DiflFerentialquotienten der Grösse: 



m^fdr\u^^ + v'^ + w'^]^fdr.Q. 



dE' 
dt 



di drj di 

mit einem noch zu bestimmenden Faktor multiplizirt, addirt. 
Dem Faktor wollen wir die Form geben (1 — ä)/2, wobei k 
eine vorläufig willkürliche Constante ist. |,i7,f sind hierbei 
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die Goordinaten des Yolumelementes dt. Es folgt hieraus 
leicht: 

dt dt 

Wir setzen also jetzt in den Gleichungen F und Avx: 

l-k dW 



93') 



^=i(p+^+4^(4f+^) + 



dx 



-7 . \-k dW 
= ^+-2— rf-^- 

Wir erhalten ans diesem Ansätze: 

97) du dV dW ^ k^^ = h'b^'f . 
dx dy dx dt dt 

Die SO modificirte Maxwell' sehe Theorie liefert also die Fem- 
wirkungsgleichungen J" und Jut, welche noch ergänzt werden 
durch die Gleichungen 16 a und 74 f. Darin sind Uj F, F' durch 
die Gleichungen 93' gegeben. 

Wir wollen nun ganz die von Herrn v. Helmholtz an- 
gewandten Buchstaben einführen, wobei wir nur diejenigen 
Buchstaben, die im Vorhergehenden eine andere Bedeutung 
hatten, mit einem Striche versehen. Mit einem solchen ver- 
sehen wir auch die Nummern der Gleichungen. Wir setzen 
daher: 

Ä'= 1/D, m= 1, i9' = (jlf- l)/47r, X'= &cc, ^' = &ß, v'^ß-y. 

Dadurch nehmen die Ferwirkungsgleichungen die Form an: 

' e dx dt dt \ dy dx ) 

^ f & " dx "^ [ dx dy )' 

Da y das Potential einer mit der Dichte S'/i im Eaume ver- 
theüten Masse ist, so kann man die Gleichung 16b auch so 
schreiben: 

-^,. 1 dJ<p _ ^ dE' __ du' dv' dw' 

^ 4jib dt ~~ dt ^ dx dy dx * 

Aus r folgt: 

dx dy dx ^ 
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Ferner lieiert die Glekhimg 74f: 

dz ^ dy ^ dx ^^^\dx^ dy^ dx) ^' 

woraus weiter folgt: 

' dz dff dx 47r 

Indem man die nach z differenzirte zweite der Gleichungen I" 
oder A' Ton der nach y differenzirten dritten ahzieht, erhält 
man wieder die sechs Nahewirkongsgleichnngen, welche die 
Form haben: 



dr ^d^_ ^9 



di dy dx 



dy dx -^(4;i+ ^j 

Ans diesen Gleichungen würden die Gleichungen 16' und 
14t identisch folgen. Statt der ersteren mnss man daher zu 
den Gleichungen C und D' die folgende hinzunehmen, welche 
sich ergiebt, wenn man die erste der Gleichungen A' nach x, 
die zweite nach y, die dritte nach z differenzirt und sie dann 
addirt: 

100) ^(f-3e) .(^-8) .(f-3) ^, 

di + di + dl -t^V-A ÄD ^^, . 

Die Grösse i/; kommt in den Gleichungen nicht weiter vor, 
sie kann daher als eine neue durch die Gleichungen 98 oder 
99 definirte Grösse betrachtet werden. 

Diese Gleichungen sind vollkommen identisch mit den Ton 
Herrn y. Helmholtz entwickelten^), nur dass derselbe die 
Elektricität in dem für das ideale Standardmedium geltenden 
elektrostatischen Maasse misst, daher b = 1 setzt, wogegen 
wir das für den realen Standardkörper (Luft) geltende elektro- 
statische Maass angewendet haben. Wir liessen daher b will- 
kürlich und setzten: 



6 = 



4n ' 



y. Helmholti, GeBammelte Abk I. Th., S. 621. 
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wobei I) die Dielektricitätsconstante gegenüber dem realen 
Standardkörper ist; bei uns ist also b die Dielektricitätscon- 
stante des idealen Standardkörpers relativ gegen den realen. 
Für b = wird die Theorie bei jedem Werthe von k und ß- 
mit der Maxweirschen identisch, was schon Poincar6 be- 
merkte. Ist b von Null verschieden, aber ä = 0, so reducirt 
sich die Gleichung 100 auf 96. Es ist also dies der Werth 
von Ä, welcher bewirkt, dass trotz der Verallgemeinerung die 
Giltigkeit der letzteren Gleichung und daher, da tp immer das 
Potential einer Masse von der Dichte F ist, auch die der 
Gleichung 37 X nicht aufgehoben wird. 

In unserer alten Bezeichnung lauten die v. Helmholtz'- 
schen Nahewirkungsgleichungen: 

-pwx M da -^ dB d Q 

^ 1^ dt '^ dy d^ ' 

Die Gleichung für i/;, nämlich: 

A'W= ^« ^^ ^r 

^ dx dy d% ' 

braucht nicht besonders dazu genommen zu werden, da i// in 
den übrigen Gleichungen nicht vorkömmt. Dagegen entfallt ^ 
nicht, sobald b von Null verschieden ist. Man muss daher die 
Gleichung 100 hinzunehmen, welche lautet: 

dP . dQ . dB . . ^sis. rf> 

dx dy d% ^ dt* 

Es ist dann durch die Anfangs werthe von a, ß, y, P, Qj B, 
also durch den gesammten Anfangszustand der magnetischen 
und dielektrischen Polarisation, der gesammte zeitliche Verlauf 
der Erscheinungen noch nicht bestimmt. Daher ist auch der 
Schluss nicht mehr verwendbar, dass durch Grösse und Rich- 
tung der elektrischen und magnetischen Erafb an einer Stelle 
des Eaumes die gesammte Wirkung auf ruhende und bewegte 
Elektricität und ruhenden und bewegten Magnetismus daselbst 
bestimmt ist, ohne dass es darauf ankommt, ob die elektrische 
Kraft z. B. von einer statischen Ladung oder einem veränder- 
lichen Strome herrührt. Vielmehr müssen noch die Anfangs- 
werthe von (p und d^ldt gegeben sein, welche bei verschie- 
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denem Ursprünge der elektrischen Kraft verschieden sein 
können. Aus ^ kann man zunächst die Grösse: 



J"= - 



A(p 



4n 

bestimmen. Die Thatsache, dass ^ und dfpjdt gegeben sein 

muss, läuft also darauf hinaus, dass die gesammte freie Mek- 

tricität und deren Differentialquotient nach der Zeit für t=Q 

gegeben sein mufs. 

Herr y. Helmholtz leitet wieder zunächst die Fem- 

wirkungsgleichungen ab, indem er zur Basis seiner Theorie 
Principien macht, welche im Wesentlichen mit dem zu Anfang 
des vorigen Paragraphen Auseinandergesetzten übereinstimmen. 
Nur setzt er an Stelle des dort mit d^ bezeichneten Aus- 
druckes vielmehr: 

^ ^ = **^L^ lV~ ^^® (^*' ^*^ + ^~t~ ^® ^^*' ?)^^® ^^* ' ^^ 

Wenn ids = 1 gesetzt wird und ds die Abscissenrichtung hat, 
so ist die Summe der drei d^, welche sich auf die drei Strom- 
elemente u'dTj v' dxj w' dx beziehen, in der That: 

r ^ r ^ 2 r dxd? + "" dydfi ^ "^ dxdJ;)] • 

Es hat also das über den ganzen Eaum erstreckte Integral 
fd^, durch welches gemäss den jetzigen Annahmen an Stelle 
der Gleichung 93 jetzt die Grösse Uj JJ* definirt werden muss, 
den Werth: 

Dazu kommt noch die Annahme, dass die dielektrischen Polari- 
sationsströme ebenso stark wie die geleiteten wirken. Bezüg- 
lich der Consequenzen der v. Helmholtz'schen Theorie, 
namentlich der nach derselben möglichen Longitudinalwellen, 
muss ich auf das Original verweisen. Nur eine Bemerkung 
sei noch beigefügt. Hat man einen homogenen Körper, wo 
e' und X nicht Funktionen der Goordinaten sind, so kann man 
in den Gleichungen C und D' setzen: 



/ e »*« 

n J 



„, „„ . he «e' / --7 d^q) ,. 



— 00 
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woraus folgt: 



"T .. ^f A ^ • j ^ j j. — J J. i 



/t 



dt xe' 471 dxdt dt xe' 

Bezeichnet man mit \j[' und j" analog gebildete Ausdrücke, so 
wird ausserdem: 

dy dx dy dx 

Man erhält also statt der Gleichungen C und D' ganz ana- 
loge für j", 5", j", aus denen jedoch (p ebenso herausfällt, wie 
schon früher t/; herausfiel. Es sind daher j", 5", j" die Re- 
präsentanten der Transversalschwingungen, deren Veränderung 
genau wie nach Maxwell's Theorie, also unabhängig von den 
Liongitudinalwellen erfolgt. Doch sind beide Wellengattungen von 
gegenseitigem Einflüsse auf einander, sobald x und c' veränder- 
lich sind, daher auch dort, wo zwei verschiedene Körper an- 
einander grenzen. 

Bezüglich der Bezeichnungen bemerke ich noch, dass 
Maxwell die bisher gewahrte Symmetrie derselben dadurch 
stört, dass er beim Magnetismus ausser den Componenten 
der magnetischen Kraft noch die der Magnetisirungsintensität: 

und die der magnetischen Induction a = Mcc, b = Mß, 
c = My einführt, so dass also a = a + 4:nA ist. Bei der 
Elektricität aber führt er bloss die Componenten der dielek- 
trischen Verschiebung /"= BPjAity g = DQI4t7t, h = DE/in 
ein. Die Symmetrie würde erfordern, auch hier die Grössen 
{D -^ l)Pj4t7i und DP einzuführen; freüich würde sich der 
DiflFerentialquotient keiner dieser Grössen nach der Zeit ohne 
Faktor zum galvanisch geleiteten Strome addiren. Ich glaubte 
im I. Theüe dieser Vorlesungen mehr Symmetrie zu erhalten, 
indem ich unter fi, a, b, c die Maxwell'schen Grössen ver- 
stand, dagegen: 

a Q h c 

setzte, so dass die von mir dort mit cc bezeichnete Grösse 
gleich der Maxwell'schen dividirt durch Am ist. Es scheint 
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jedoch dies auch nicht zweckmässig; man mfisste Tielmehr, 
wenn man die Relation f=DPjAn beibehalten wollte , auch 
a^ MajAn setzen, wobei natürlich das von Maxwell, und 
anch hier, nicht aber das im L Theile dieser Vorlesungen 
angewandte a gemeint ist. Dann würde also 4ina= cc + AnÄ, 
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§29. Ueber die Wanderung wahrer Elektricität, welche 

sich ursprünglich im Innern von Leitern befand^ nach 

deren Oberfläche und ein Theorem Ganss'. 

Da die Maxweirsche Theorie die elektrischen Erschei- 
nungen vielfach von ganz anderen Gesichtspunkten betrachtet 
als die alte, so dürfte es zum Verständniss beitragen, specielle 
einfache Beispiele zu rechnen, welche nicht mit Rücksicht auf 
die praktische Verwerthung, sondern lediglich auf die leichte 
Durchführbarkeit der Bechnung gerade nach Mazweirs For- 
meln gewählt sind und daher nicht einen wesentlichen Theil 
der Maxwell'schen Theorie bilden, sondern bloss zu deren 
Veranschaulichung beitragen sollen. Wir kehren dabei wieder 
ganz zu den ursprünglichen, in den beiden ersten Vorlesungen 
entwickelten Formeln Maxwell's zurück, ohne die im Torigen 
Paragraph erwähnten Verallgemeinerungen. 

Ich habe bisher absichtlich jedes Zurückgreifen auf die 
in der ersten Vorlesung zu Grunde gelegte mechanische An- 
schauung vermieden, um zu zeigen, dass sie zur Begründung 
der Gleichungen dienen kann, aber nicht muss, dass vielmehr 
die Besultate aus den Gleichungen allein bei beliebiger anderer 
mechanischer Grundlage, oder auch ganz ohne solche gewonnen 
werden können. Jetzt aber will ich auch auf jene mechanische 
Veranschaulichung wieder zurückkommen. 

Ich betrachte zunächst folgendes Problem.^) In einem 



^) Unter allerdings anderen Anfangsbedingungen wurde dieses Problem 
auch von Herrn v. Helmhol tz, Gres. Abb. Bd. I, S. 585 behandelt 
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isotropen unendlichen Leiter, in dem nirgends äussere elektro- 
motorische Kräfte wirken, sei zu Anfang der Zeit a = ß = y==0, 
und JP, Q, R seien die partiellen Ableitungen einer Funktion 
der Entfernung r des Aufpunktes vom Coordinatenursprung 
X <^(r)dr, L und B seien ebenfalls Funktionen von r. Da 
dann alles um den Coordinatenursprung herum symmetrisch 
ist, müssen P, Q, Ä auch zu allen Zeiten die partiellen Ab- 
leitungen einer Funktion y von r und t bleiben, und es wird: 

p X d(p ^ y d(p -n * d(p 

^^"T'dV' ^==~y"57' ^="T"'57- 

Die Gleichungen D liefern dann zu allen Zeiten a = ß=^y=^0, 
und daher liefert die Gleichung C: 

(p{r)=J(D{r)e ^ dr, 



Cy, 



1 

4n 



d 



dr 



\ dr) r dr\ A^nr^ dr \ dr ) 






4nr^ dr 

Die radiale Geschwindigkeit der neutralen Elektricität ist: 

101) ?=-^4f- 

Durch die Kugel vom Radius r geht in der Zeit c?^ die Elek- 
tricitätsmenge 



— Anr^ L 



dq> 



dr ' 

Der Gehalt an wahrer Elektricität zwischen den Kugeln von 
den Eadien r und r + dr nimmt also während der Zeit dt um 

47idrdt4-(j^r^^] =4ndrdt-^(Lr^0e'~^'] 
dr \ dr) dr \ ) 

ZU, was in der That gleich 

dt-^{4:!Jtr^dr6j) 

ist. Die Dichte der freien Elektricität ist, wenn wir sogleich 
b = 1 setzen : 

e = - J_/-^ + 1^] = 1 ±.(r^^] 

^ An \dr^ r dr ) 4nr^ dr \ dr) 

1 d ^r^^g-^' 



4nr^ dr 
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Die Dichte der durch dielektrische Polarisation ausgeschiede- 
nen Elektricität ist: 

An Discontinuitätsflächen kann sich Elektricität von der 
Flächendichte 

ansammeln, auch wenn ursprünglich die Flächendichte der 
wahren oder freien Elektricitöt Null war, also 1)^ (P^ = D^^ 0^ 
oder 0Q = 0j ist. Diese Elektricität verschwindet natürlich 
mit der Zeit wiederum. Nur wenn 0^ = 0^ = ist, war auf 
der Kugelfläche ursprünglich keine Elektricität, und ist innen 
gleich viel positive und negative. Daher hat man auf der Kugel- 
fläche nie Elektricität. Denn innerhalb der Kugel war zu An- 
fang die wahre Elektricitätsmenge — r^ JDq 0q , die freie 
- r« 0^. Natürlich ist stets 



dt 

Der für Sp gefundene Werth zeigt, dass die dielektrische 
Polarisation so gedacht werden kann, dass die Kugelschale 
vom Badius r und der Dicke dr innen mit der positiven, 
aussen mit der negativen Elektricitätsmenge 

bedeckt ist. Dadurch, dass auch die umschUessende Kugel- 
schale analog bedeckt ist, wird auf der Aussenfläche der erst- 
genannten Kugelschale die Elektricitätsmenge 

dm j 
—, — dr 
dr 

frei, welche man als die Gesammtmenge der durch die elek- 
trische Polarisation ausgeschiedene Elektricität im Innern 
dieser ganzen Kugelschale bezeichnen kann. Dividirt man sie 
durch das Volumen der Schale Anr^dr, so erhält man in 
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der That den obigen Werth von Sp. Das dielektrische Moment 
der Volumeinheit ist: 



S = 
Es ist in der That: 



mar 



4 71 r^ dr 



D "1 dq> 
4n dr * 



Z>-1 



D-1 dq> 



Ebenso ist y in der That das elektrostatische Potential aller 
freien Elektricität, nämlich: 



4% 



T 



00 



Q^dQ + 



j BfQdQ 



H) 



= 4n 



00 



1/.,... ./.... 







Die Anwendung der partiellen Integration auf das letzte In- 
tegrale reducirt den ganzen Ausdruck auf 



/ 



_ 4nLt 

(pe D dr ^ (f , 



Vorausgesetzt ist dabei, dass die Glesammtmenge der freien 
Elektricität nicht unendlich ist, dass also für grosse r der 
veränderliche Theil von (p mindestens wie «/r abnimmt, weil 
sonst das Potential unendlich oder unbestimmt wird, qp(oo) 
ist eine willkürliche additive Constante. 

Wo sich keine freie Elektricität befindet, ist 



dr 



( 



dr 



Sind dort L und B constant, so ist dort auch keine wahre 
Elektricität und es sammelt sich auch Weder wahre noch freie 
Elektricität an. Es ist dann dort 



= 



a 



Ist jD constant, aber L Funktion von r, so bildet sich dort 
zuerst freie und wahre Elektricität, deren Quanta sich immer 
wie l:i> verhalten, und die dann wieder verschwinden. Ist 
auch 1) Funktion von r, so bleibt dieses constante Verhält- 
niss nicht erhalten; doch steht stets die gesammte freie Elek- 
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tridtät zur gesammten wahren innerhalb der Engel in diesem 
VeiMltnisse. Ist L constant nnd B Funktion von r und in 
einem Momente ^ = , so ist in diesem Momente 

nicht aber Terschwindet ilie Grösse 

dt Anr* dr V ^ D 

ISa kommt daher erst freie, dann auch wahre fUektncitat hin, 
die aber wieder verschwinden. Nnr wenn dort = ist, ist 
ursprünglich weder wahre noch freie Mektricitat dort und es 
kommt auch nie welche hin, weil innerhalb immer gleich viel 
positive als negative ist. Der Ausgleich dieser positiven und 
negativen Elektricität innerhalb ist dann, wie man sieht, ganz 
ohne Einfluss auf die Vorgänge ausserhalb. 

Nach der mechanischen Hypothese der ersten Vorlesung 
sind alle diese Vorstellungen nur Bilder für die einfache That- 
sache, dass überall Wirbel rotiren. Die ßotationsgeschwindig- 
keit ist in der Entfernung r vom Coordinatenursprung zu An- 
fang der Zeit 4>(r), die Botationsaxe hat die Richtung der 
Geraden r. Da überall P, Q, R die Ableitung einer Funktion 
nach den Coordinaten sind, so ist die potentielle Energie 
V gleich Null nach Gleichung B. Es werden daher nirgends 
Kräfte auftreten, welche die Geschwindigkeit der Wirbel zu 
verändern streben, mit Ausnahme der dämpfenden oder Bei- 
bungskräfte LP, LQ, LB. Es ist daher: 

471 a t 

Alle Botationsgeschwindigkeiten nehmen also gleichmässig pro- 
portional 



ab. Ist für r>iZ 



4jrL 



a> = — 



und L und i> constant, so ist alle freie und wahre Elektricität 
auf den Baum r < S beschränkt. Ist a von Null verschieden, 
so strömt in der Zeit dt die Elektricitätsmenge 



t 



— Lae ^ dt 



§ 29. üeber die Wanderung wahrer Elektricität. 145 

ins Unendliche ab. Ist dagegen a = 0, so verschwindet die 
Summe aller wahren Elektricität im Kaume zwischen r = 
"ixnd r = R. Diese gleicht sich also unter einander aus, ohne 
die äussere Umgebung zu beeinflussen. Ist z. B. = b von 
r- = bis r = Ä, = für r > i?, und D und Z im ganzen 
Haume constant, so ist die Volumdichte der wahren Elektri- 
cität für 0<r<B 

Db 

daher ist die ganze in diesem Räume befindliche wahre Elek- 
tricität — Bb R^. Auf der Schale vom Eadius R aber ist mit 
der Flächendichte Db/in genau die gleiche positive Elektricitäts- 
menge aufgehäuft. Hätte (pinr < r < R den gleichen Werth, 
dagegen für grössere r den Werth bR^/r^, so würde die posi- 
tive Umhüllung fehlen, und alle Elektricität ins Unendliche 
abfliessen. Die gleichmässige Dichte 

der wahren Elektricität in der Kugel vom Radius R würde 
man erhalten, wenn 



3 

für <C r <C R wäre. Wäre dann für r ^ R, = 0, so wäre 
wieder auf der Oberfläche der Kugel die gleiche und entgegen- 
gesetzt bezeichnete Elektricität wie in deren Innerem angehäuft. 
Wäre dagegen: 

SO würde diese Umhüllung fehlen. Es wäre dann zu Anfang 
der Zeit, wenn die Constante so bestimmt wird, dass q> im 
Unendlichen verschwindet, ausserhalb der Kugel 

und im Innern der Kugel, da an deren Oberfläche (p selbst 
keinen Sprung machen darf, 

9^ = -6 2-' 

und es ist in der That (p das durch D dividirte Potential aller 
wahren Elektricität, oder das Potential der freien Elektricität. 

Boltzmann, Vorlesungen, II. 10 
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Wäre der leitende Körper eine endliche Engel vom Eadius R 
nnd nmgeben von einem Dielektricum, in welchem die ent- 
sprechenden Orössen mit dem Index 1 versehen werden sollen, 
80 würden sich nach der mechanischen Vorstellung der ersten 
Vorlesung alle Vorgänge im Leiter genau wie früher abspielen. 
Die gesammte in demselben zur Zeit t enthaltene wahre Elek- 
tricität wäre, wenn man L und I) wieder als constant voraus- 
setzt, 

Die auf der Grenzfläche zwischen Leiter und Dielektricum an- 
gesammelte Elektricität aber wäre, dader Werth 0^ des d(p j dr 
im Dielektricum constant ist, 

4;rL 



R^ 



t 



--D^0^{R) + De ^ ^{R\' 
Die Summe beider ist selbstverständlich constant, Sie wäre 
gleich Null, wenn 0^ {R) = ist. Wäre speciell im Dielektri- 
cum nirgends wahre Elektricität, so müsste 



a 
r 

sein. Die Constante a müsste den Werth 



A 
haben, wenn anfangs auf der Oberfläche der Kugel keine Elek- 
tricität wäre. Für a = dagegen wäre die Summe des Elek- 
tricitätsmenge im Innern und an der Oberfläche der leitenden 
Kugel gleich Null. Die Exponentielle 

^7tL 



D 



t 



ist also in gewisser Hinsicht das Maass der praktisch immer 
enormen Geschwindigkeit, mit welcher sich eine ursprünglich 
im Innern eines Leiters angehäufte Elektricität an dessen 
Oberfläche begiebt. 

Einige allgemeinere Bemerkungen mögen noch Platz finden. 

1. Betrachten wir einen homogenen Leiter, wo L und M 
constant sind, D aber verschwindet und keine äusseren elektro- 
motorischen Kräfte wirken. Für diesen folgt zunächst aus den 
drei Gleichungen C: 

dP dQ_ dB __ Q 
dx dy dx ~~ ' 
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ferner aus der ersten der Gleichungen C unter Zuziehung 
von D: 

4nLM dP __ j p 
W dt "■ ^^' 

ehenso für Q und B. Die elektrischen Kräfte pflanzen sich 
daher genau so fort, wie nach Fourier's Theorie die geleitete 
"Wärme, was bekanntlich schon Maxwell wiederholt aussprach. 

2. Wir denken uns wieder einen homogenen, von äusseren 
elektromotorischen Kräften freien Leiter (S, wo i, -Sf und D 
constant sind, letztere Grösse aber nicht verschwindet. So- 
"wohl im Innern des Leiters @, als auch an dessen Oberfläche 
kann zu Anfang beliebige freie und wahre Elektricität sitzen. 
Die etwa mit Elektricität geladenen Oberflächenelemente aber 
woUen wir wie immer als Volumelemente von endlicher, wenn 
auch sehr geringer Dicke betrachten. Ein Volumelement des 
Leiters © mit Einschluss seiner Oberflächenelemente soll mit 
dr^ bezeichnet werden. 

Wir construiren ganz innerhalb des Leiters eine ge- 
schlossene Fläche jP, deren Oberflächenelemente wir mit doi 
bezeichnen. Den davon umschlossenen Eaum nennen wir J 
und bezeichnen seine Volumelemente mit dvi. In jedem der- 
selben kann wahre Elektricität von der Dichte e„ sitzen. Die 
Summe der wahren Elektricität im Baume J ist daher: 

Si = fe^dzi. 
Andererseits ist: 

D de„ 

-i^-dT-^^'--^^ 
wie aus den Gleicbnngen C folgt; daher hat man: 

-IT =J -JT^^' D-J *"''^'- 

J J 

Dies muss aber nothwendig gleich der negativ genommenen 
und durch dt dividirten Menge der wahren Elektricität sein, 
welche während der Zeit dt durch die gesammte Fläche F 
austritt. Durch jedes Element do derselben tritt nach der 
Formel 20 während der Zeit dt die Elektricitätsmenge : 



Zdoi dt -T^ 
dn 



10' 
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aus, wobei die Normale n in das Innere des ßaumes /hinein- 
zuziehen ist. Wir erbalten somit: 



j «-^T,= -f-j da, 



d <p 
dn 

J F 

Femer ist nach Formel 36: 



1 re^diQ 1 fe^dx^ 



Man findet somit: 

F © J 

Es ist dies ein bekannter, zuerst von Gauss aufgestellter und 
zum Beweise des Poisson' sehen Theorems benutzter Satz der 
Potentialtheorie. ^) 

§. 30. Mechanismus des unendlichen geradlinigen 
elektrischen Stromes. Energieumsatz an den Stellen 
der Wirksamkeit äusserer elektromotorischer Kräfte. 

Es sei noch des einfachen Beispiels gedacht, das ich in 
den Sitzungsberichten der bayerischen Akademie, Bd. 22, 1892, 
berechnete, wo übrigens sowohl die Theorie als auch die Eech- 
nung nicht frei von Fehlem ist. In einem sehr langen cylin- 
drischen Drahte vom Eadius p, dessen Axe die Abscissenaxe 
ist, fliesse dieser parallel ein stationärer elektrischer Strom. 
Dann ist im Innern des Drahtes P constant. Wir wollen P, 
gleich a/J) setzen, so dass Pm = a ist. Der Index s drückt 
elektrostatisches, der Index m magnetisches Maass aus. Q und 
B verschwinden im Innern des Drahtes. Man erfüllt daher alle 
Gleichungen, wenn man ausserdem setzt: 

cc = 0, ß = —^ = 2nZ^az, y= ^, 

= — 2 7tZma7/. 

Die Stromdichte im elektrostatischen Maasse gemessen 
ist aLgj^, also in magnetischem aL^. Wir wenden im 

^) Vgl. Riemann, Schwere, Elektricitfit und Magnetismus, 2 Ausg. 
S. 41; Poincar^, Electricit^ et Optique, I. Th., S. 7. 
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Polgeüden immer magnetisches Maass an und lassen den 
Index m weg. Der Draht soll von einem coaxialen, zur Erde 
abgeleiteten Metallhohlcylinder vom Radius a umgeben sein. 
Zwischen beiden soll sich Luft befinden, in welcher Z = 0, 
^ = b = 1 ist, und für welche alle übrigen Grössen den 
Index / bekommen. Dann ist im Innern des Drahtes: 

y = — f Pdx = — aar. 

Die magnetische Kraft auf einen Magnetpol von der Stärke 
Eins ist an einer beliebigen Stelle im Innern des Drahtes: 

T ist die Entfernung der betreffenden Stelle von der Axe des 
Drahtes, i die totale Intensität des Stromes, welcher den 
coaxialen Cylinder vom Eadius r durchfliesst. 

An der Oberfläche des Drahtes müssen, da die magne- 
tische Kraft tangential zum Querschnitt ist, ihre Componenten 
a, ßj y zu beiden Seiten der Oberfläche gemäss der Gleichungen a 
denselben Werth haben, was wir in folgender Form schreiben 
wollen: cc = ai, ß = ßi, y = yi für r = q. Ebenso erhält man 
F = Fl für r = (). Wegen der vollkommenen Symmetrie um 
die Axe muss jedenfalls: 

y ^ X 

sein. Der Werth dieser Grössen aber hängt von der freien 
Elektricität ab, die sich auf der Drahtoberfläche ansammelt. 
Da die Bewegung aphot ist, müssen ferner F, Q, ß die 
partiellen Ableitungen einer Funktion — (p {x, r) nach den Co- 
ordinaten sein. Für r = q muss: 

dcp 

für r — a aber y = sein. Da wir annehmen, dass in der 
Luft ursprünglich nirgends wahre Elektricität vorhanden war, 
80 muss überall Jqp = sein. Daraus folgt: 

r\ __ dxy , by 7? — azx^ h% 



cci=o, ßi = — ^^ — , r=- 



2n a Q* Ly 



*•* 
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Die ebenfalls magnetisch gemessene Dichte der wahren Elek- 
tricitat auf der Oberfläche des Drahtes ist mit der freien 
Elektricitat identisch nnd hat (ygl. 15h), da Q und R im 
Innern des Drahtes Terschwinden, den Werth: 



Die zwischen den Wirbeln liegenden Priktionsröllchen sind, 
wie die für €z, /?, p' gefundenen Werthe zeigen, tangential in 
dem Sinne verschoben, in dem man Yon der positiven z-Bichtnng 
anf kürzestem Wege znr positiven y-!Bichtnng gelangt, nnd 
zwar nm Strecken, die der Entfernung von dessen Axe im 
Innern des Drahtes direkt, ausserhalb desselben verkehrt pro- 
portional sind. Sie werden daher mit einer der Verschiebungs- 
richtung genau entgegengesetzt gerichteten Kraft gegen ihre 
Buhelage gezogen und üben auf die Wirbel eine gleichgerichtete 
Kraft aus, die also ebenfalls zu diesen und zum Cylinder tan- 
gential gerichtet ist und im Drahte an der von der Drahtaxe 
am meisten entfernten Stelle des Wirbels den grössten Werth 
hat. Die Gesammtkraft also, welche alle Fiiktionsröllchen 
auf einen Wirbel ausüben, sucht diesen in dem Sinne, in dem 
man von der positiven y-Axe auf kürzestem Wege zur positiven 
z-Axe gelangt, zu drehen und deckt den durch die Reibungs- 
kräfte {LP, LQ, LR, Joule'sche Wärme) verursachten Ge- 
schwindigkeitsverlust. 

Dieser Spannungszustand muss natürlich durch äussere 
elektromotorische Kräfte erhalten werden, die wir uns an 
Stellen denken, wo x sehr grosse positive oder negative Werthe 
hat. Ausserhalb des Drahtes dagegen ist: 

dß _ df 
dx dy ' 

Die Rotation der Wirbel wird also dort durch die Friktions- 
röllchen nicht beeinflusst. 

Wie würde sich nun die Sache ändern, wenn die äusseren 
elektromotorischen Kräfte nicht in unendliche Entfernung ge- 
rückt wären, sondern wenn z. B. in der Schicht zwischen 
;r = — c und or = + c, die wir kurz die kritische Schicht 
nennen wollen, Z=^=0 wäre, X aber einen constanten 
von Null verschiedenen Werth hätte, der natürlich sehr gross 
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sein müsste, wenn c sehr klein wäre? Dann würden zeitliche 
Veränderungen in der Dichte der wahren und freien Elek- 
tricität, daher Schwankungen in der Rotationsgeschwindigkeit 
der Wirbel, resp. elektrische Schwingungen auftreten, bis der 
elektrische Strom im ganzen Drahte gleich stark und parallel 
der Axe geworden wäre, also P+ X für die kritische Schicht 
denselben Werth hätte, wie P ausserhalb derselben, was wir 
in der Form Pj^ + X— Pn schreiben wollen. Es müsste daher 
P in der kritischen Schicht entgegengesetzt, ausserhalb aber 
gleichbezeichnet mit X sein. Vermöge der dazwischen befind- 
lichen Friktionsröllchen müsste sich P in die Luft hinein con- 
ünuirlich fortsetzen, und es müsste daher auch in der Luft 
nahe an der Drahtoberfläche in der kritischen Schicht dem X 
entgegengesetzt, ausserhalb derselben aber gleichbezeichnet 
mit X sein. Li grösserer Entfernung fände durch die dort 
auftretenden Werthe von Q und JR die continuirliche Ver- 
mittelung statt. 

Es entspricht dies genau dem Verlaufe der elektrischen 
Kräfte, welche nach der alten Theorie durch die auf der Draht- 
oberfläche angehäufte freie Elektricität erzeugt werden. Da 
überall P, Q, Ä die Ableitungen einer Funktion nach den Co- 
ordinatenaxen sind, so sind cc, ß, y nicht Funktionen der Zeit 
und daher, wie aus den Gleichungen C und D ersichtlich ist, 
nur von dem Werthe abhängig, welchen die Grössen P+X, 
Q -h F, Ä + ^ innerhalb des Drahtes haben, da ausserhalb 
desselben: 

L — ^^ = A^_ ^^ — 

dt di dt 

ist. P+ Zhat aber innerhalb des Drahtes überall denselben Werth 
wie früher, als die elektromotorischen Kräfte in unendlicher 
Entfernung waren. Ebenso Q, Ä, Y und Z^ welche sämmtlich 
verschwinden. Die magnetischen Kräfte a^ ß, y sind also nicht 
von dem Orte der elektromotorischen Kräfte abhängig, sie 
wirken ebenso wie früher auf die Wirbel in der Luft gar 
nicht, auf alle Wirbel im Drahte aber gleichmässig be- , 

schleunigend in dem Sinne, in welchem man von der posi- 
tiven y-Axe auf kürzestem Wege in die positive 2: -Axe ge- 1 
langt. Dadurch werden wieder ausserhalb der kritischen Schicht \ 
die Wirbel trotz der Reibungskräfte in gleichförmiger Ro- 
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tation erhalten. Lmerhalb der kritischen Schicht aber, wo 
sie ja entgegengesetzt rotiren, werden sie in ihrer Dotation 
angehalten« 

Nach unserer mechanischen Vorstellnng verhalt sich also 
die Elektricitat keineswegs wie eine Flüssigkeit, die durch 
ihren eigenen Druck im Drahte fortgetrieben wird, womit ja 
besonders die Ansammlung auf Flachen bis zur unendlichen 
Dichte unvereinbar ist. Sie verhalt sich ja auch nach der 
alten Theorie nicht so, da sie nach letzterer nicht durch ihre 
inneren Druckkräfte, sondern durch die Femwirkung der freien 
Elektricitat auf der Oberfläche des Drahtes getrieben wird. 
Nach unserer mechanischen Vorstellung dagegen wird die trei- 
bende Eraft sogar ausschliefslich durch das umgebende Dielek- 
tricum vermittelt. Die elektromotorischen Kräfte versetzen 
zunächst nui* die Wirbel im Innern desjenigen Theiles des 
Drahtes, der innerhalb der kritischen Schicht liegt, in Ro- 
tation. Durch Vermittelung der Friktionsröllchen werden so- 
dann die Wirbel in der Luft an den dem Drahte benach- 
barten Stellen, dann auch die in der übrigen Luftmasse 
in Bewegung gesetzt. Diese erst greifen durch die Friktions- 
röllchen in diejenigen Wirbel ein, welche sich im Linern 
des Drahtes ausserhalb der kritischen Schicht befinden und 
versetzen sie in Rotation, treiben daher den elektrischen 
Strom. Vermöge des Lieinandergreifens des ganzen Mecha- 
nismus kann der Zustand nur stationär werden, wenn die 
negative ßotationsgeschwindigkeit P^ innerhalb der kritischen 
Schicht zu der positiven P„ ausserhalb derselben in einem ganz 
bestimmten Verhältnisse steht, das vom Verhältnisse der Wider- 
stände Wn ausserhalb und wjc innerhalb der kritischen Schicht 
abhängt. Ist Wn gross gegen Wk, so ist P„ klein, daher — P^ 
wenig kleiner als X; ist dagegen ir^ klein gegen wjc, so ist P« 
wenig kleiner als X, und P^ verschwindet fast. Natürlich gilt 
ganz analoges auch, wenn der Draht nicht geradlinig und un- 
endlich, sondern irgendwie in sich zurücklaufend ist. 

Wäre im ganzen Drahte Xconstant, 7=^=0 (was für einen 
krummen Draht dem Falle entsprechen würde, dass überall die in 
der Drahtrichtung wirkende äussere elektromotorische Kraft con- 
stant ist), so wäre überall im Innern des Drahtes P=Q=Ä=0 
und die gesammte Stromdichte wäre überall ZX. Es würden 
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daher auch in der Luft nirgends Wirbel und daher auch weder 
freie noch wahre Elektricität auftreten, a, ß, y dagegen hätten 
genau dieselben Werthe wie früher. Die Friktionsröllchen 
hätten also dieselben Verschiebungen gegen ihre Ruhelage. 
Dies würde in der Luft wie früher nirgends Wirbel erzeugen, 
im Leiter aber den äusseren elektromotorischen Kräften ent- 
gegenwirkend die Wirbelbewegung, welche sonst von diesen 
erzeugt würde, aufheben. 

Ich komme hier noch auf einen wichtigen Punkt zu 
sprechen, der bisher unerörtert blieb. Wenn wir die einfachen 
Gleichungen 8 und 9 acceptiren würden, so müsste in dem 
zuletzt betrachteten Falle keine Joule' sehe Wärme entwickelt 
werden, und es würden die äusseren elektromotorischen Kräfte 
auch keine Arbeit leisten. Es würde daher ein elektrischer 
Strom mit magnetischer Wirkung ohne Arbeitsleistung und 
Wärmeentwickelung bestehen können. Ob dieser Fall nicht 
vielleicht bei den Molekularströmen, die nach Ampere 's Hy- 
pothese den Magnetismus erklären, realisirt ist, lasse ich dahin- 
gestellt. Es müssten dann, wenn der Draht durchschnitten wird, 
imd die entstehende elektrostatische Ladung den Strom zum 
Stillstand gebracht hat, die äusseren elektromotorischen Kräfte 
arbeiten und Joule' sehe Wärme erzeugen, was freilich, wenn 
diese äusseren elektromotorischen Kräfte selbst in Molekular- 
energie (Wärme) ihren Ursprung hätten, nicht weiter bemerkt 
werden könnte, da ja nur Molekularenergie wieder in Mole- 
kularenergie umgesetzt würde. 

Bei den Hydroketten entstehen die äusseren elektromoto- 
Kräfte jedenfalls durch chemische Bewegungen der Atome, 
welche, wenn die Kette oifen ist, wenigstens in gewissen 
Grenzfällen vollkommen zum Stillstand gelangen, sobald der 
elektrische Strom durch die statischen Ladungen zum Ver- 
schwinden gebracht worden ist. Dann muss in Abwesenheit 
eines elektrischen Stromes, also für 

auch ^=0 sein. Dies erreichen wir am einfachsten, wenn 
wir in den Gleichungen E und F setzen: 

A = Z{2PX+X^ + 2QY+ Y^ + 2BZ+Z% 

so dass diese Gleichungen übergehen in: 
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r= i;[(P + z)« + {Q+Y)^ + {E + zn 

r^Z[X{P + X)+ Y{Q+ Y) + Z{S + Z)l 
welche Gleichungen in der That gewöhnlich flir die entwickelte 
Wärme und aufgenommene Arbeit aufgestellt werden. 

Es würde daraus folgen, dass, wenn die Batterie durch 
einen sehr grossen Widerstand geschlossen wäre, so dass 
P + X, Q+Y, R + Z sehr klein wären , die in der Batterie 
entwickelte Wärme klein von der Ordnung (P + X)^ wäre, also 
nahezu die gesammte chemische Energie der Batterie im 
Schliessungskreise als Wärme oder sichtbare Arbeit zum Vor- 
schein käme (Thomson's Gesetz). 

Es hindert uns jedoch nichts, zu A noch ein Glied von 

der Form 

Ä[X{P+X) + Y{Q +T) + Z{R + Z)] 

hinzuzufügen, in welchem Falle dann in der Eette. selbst eine 
Wärme entwickelt würde, die von derselben Grössenordnung 
ist, wie die an dem Schliessungskreis abgegebene Energie. Es 
würden dann die bekanntlich auch experimentell gefundenen 
Abweichungen vom Thomson' sehen Gesetze platzgreifen. 

Hört jedoch der Energieumsatz mit erlöschendem Strome 
nicht auf (Thermoketten, Diffusions-, Diaphragmenströme), so 
hindert uns nichts, dem A auch ein Glied von der Form 

B{X^+ Y^ + Z% 
oder von einer noch complicirteren beizufügen. B ist wie früher 
Ä eine ganz beliebige Constante. Der Umsatz von Arbeit in 
Wärme oder von Wärme an einer Stelle in solche an einer 
anderen Stelle, welcher noch übrig bleibt, wenn die Kette 
offen ist, gilt dann freilich, da kein sichtbarer Strom, sondern 
bloss elektrostatische Ladungen an der Oberfläche vorhanden 
sind, nicht als elektrischer Vorgang; doch kann bei unserer 
Unbekanntschaffc mit dem Wesen der Elektricität schwerlich 
entschieden werden, ob dabei nicht auch die Elektricität in 
Mitleidenschaft gezogen wird. 

Der Energiebetrag, welcher von der Batterie während der 
Zeit dt auf ein beliebiges Volumelement dr der übrigen Lei- 
tung, wo keine äusseren elektromotorischen Kräfte thätig sind, 
übertragen wird, bleibt hiervon natürlich unberührt. Er be- 
sitzt vollkommen unabhängig von dem Werthe des A den Werth 
dtdTL{P^ + Q^ + Ii^. 
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Vertag Ton Johann Ambrosius Barth (Aithiir Meiner) in Leipzig. 

LetirbucJn 



der 



Experimentalphysik 

von 

Dr. B. von Liommel, 

0. ö. Profeesor der Physik an der Uniyersltät München. 

1898. 680 Seiten 8^ mit 424 Abbildungen. 
Preis gelneftet M[. 6.-40, gebianden Nl. T.SO. 



Das „Lehrbuch der Experimentalphysik^', aus den Vor- 
trägen des Verfassers entstanden, ist bestrebt, die Grundlehren 
der Physik, ohne weitläufige mathematische Entwickelungen,. 
dem heutigen Standpunkte unserer Kenntnisse gemäss allge-^ 
mein verständlich darzustellen. Unter Anknüpfung an alltäg* 
liehe Erfahrungen und leicht anzustellende Versuche sind die 
Thatsachen überall zum Ausgangspunkte gewählt. Der (grösser 
gedruckte) Haupttext bildet für sich einen zusammenhängenden 
Lehrgang, zu dessen Verständnis, welches durch zahlreiche in 
den Text gefügte Abbildungen unterstützt wird, die elemen- 
tarsten mathematischen Kenntnisse genügen. Der Stoff ist so 
angeordnet, dass niemals später Folgendes vorausgesetzt, son- 
dern nur auf früher Besprochenes zurückverwiesen wird, wo- 
durch dem Anfänger das Studium wesentlich erleichtert wird^ 
Um aber auch dem Bedürfnis von Mittel- und Hochschulen 
gerecht zu werden, sind (kleiner gedruckte) Abschnitte einge- 
streut, welche die wichtigsten Entwickelungen und Beweise in 
möglichst knapper elementarer Darstellung enthalten. Auch 
geschichtliche Daten haben gebührende Berücksichtigung ge- 
funden, und durch ein ausführliches Namen- und Sachregister 
ist daf&r gesorgt, dass das Werk auch als bequemes Nach- 
schlagebuch dienen kann. 

Das Buch eignet sich somit nicht nur für den Studiren- 
den, sondern auch für Gymnasien, Realgymnasien und Mittel- 
schulen sowie zum Privatstudium. 



Vertag Yon Johann Ambroslus Barth (Arthnr Meiner) in Leipzig. 

Vorlesungen über die Maxweli'sclie Theorie 

der 

Elektricität und des Lichtes 

von 

Dr. Ludw^lg Boltzmann, 

Professor der theoretischen Phjsik an der Universität München. 

I. Teil: 

Ableitung der Grundgleichungen für ruhende, homogene, 

isotrope Körper. 

XII, 139 Seiten gr. 8^ mit vielen Textfiguren und zwei litho- 
graphischen Tafeln. 1891. Mark 5. — 



Der Verf. hat die Mühe einer sorgfältigen Eedaktion seiner Vor- 
lesungen nicht gescheut und bietet damit der wissenschaftlichen Welt 
ein Geschenk, das zu den wertvollsten der physikalischen Litteratur ge- 
hört Denn nur ein Boltzmann konnte den oft unentwirrbar complicirten 
Plan des Maxwell'schen Lehrgebäudes bis in alle Details so verstehen, 
um ihn mit dieser Klarheit blosszulegen. Aus den einfachsten An- 
nahmen — den Gesetzen der cyklischen Bewegungen und der Lagrange'- 
schen Gleichung — entwickeln sich die weittragendsten Schlüsse mit 
einer Klarheit und Eleganz, die neben der vollendeten wissenschaftlichen 
Befriedigung auch einen hervorragenden ästhetischen Genuss bietet. 



Gustav Robert Kirchhoff. 

Gedäehtnlspede von L. Boltzmann. 

32 Seiten gr. 8^ mit Kirchhoffs Porträt. 1888. Mark 1.— 



Die Schrift, eine Schilderung der Persönlichkeit und der wissen- 
schaftlichen Verdienste Kirchhoflfe enthaltend, bildet zugleich einen wert- 
Tollen Beitrag zur Geschichte der Physik, besonders der Spektralanalyse. 
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